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1. 아래 그래프를 이해한 내용으로 가장 적절한 것은?
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예제는 개념을 적용한 대표 문항으로 문제를 해결하는 데 

필요한 주요 개념 및 풀이 전략을 길잡이로 제시하여 풀

이 과정의 이해를 돕도록 하였고, 유제는 예제와 유사한 

내용의 문제나 일반화된 문제를 제시하여 학습 내용과 문

제에 대한 연관성을 익히도록 구성하였다.

길잡이 원주각과 중심각의 관계, 포물선의 정의를 이용한다.

포물선 yÛ`=4px의 초점은 F(p, 0)이고, 준선의 방정식은 x=-p이다.

원주각과 중심각의 관계에 의하여 ∠FPQ=2∠FRQ

삼각형 PFQ가 PFÓ=PQÓ인 이등변삼각형이므로 점 P에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면 ∠FPQ=2∠FPH

즉, ∠FRQ=∠FPH이므로 sin`(∠FPH)=;3@;이고,

  FHÓ=FPÓ̀ sin`(∠FPH)=6_;3@;=4

한편, 점 P에서 준선에 내린 수선의 발을 A, 준선이 x축과 만나는 점을 B라 하면 

포물선의 정의에 의하여 PAÓ=PFÓ=6

이때 BHÓ=BFÓ+FHÓ=2p+4이고 BHÓ=APÓ이므로

  2p+4=6

따라서 p=1

  ①
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포물선의 뜻1예제

그림과 같이 초점이 F인 포물선 y Û`=4px (p>0) 위의 제1사분면에 있는 점 P에 대하

여 점 P를 중심으로 하고 점 F를 지나는 원 C가 포물선과 서로 다른 두 점에서 만난다. 

원 C가 x축과 만나는 두 점 중 F가 아닌 점을 Q라 하고, 원 C가 포물선과 만나는 두 

점 중 x좌표가 큰 점을 R라 하자. 원 C의 반지름의 길이가 6이고 sin`(∠FRQ)=;3@;

일 때, 상수 p의 값은? (단, 점 P의 x좌표는 점 F의 x좌표보다 크다.)

① 1 ② ;2#; ③ 2 ④ ;2%; ⑤ 3

yÛ =4px
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유제 정답과 풀이 4쪽

초점이 F(2, 0)이고 원점을 꼭짓점으로 하는 포물선 위의 제1사분면에 있는 점 A에 대하여 AFÓ=10

일 때, 직선 AF의 기울기는 k이다. 30k의 값을 구하시오.
1

[23012-0001] 

그림과 같이 초점이 F인 포물선 yÛ`=12x 위의 점 P와 점 A(6, 4)에 대하여  

PFÓ+PAÓ의 값이 최소가 되도록 하는 점 P를 P'이라 할 때, 삼각형 AP'F의 넓

이는?

① ;;ª3ª;; ② 8 ③ ;;ª3¤;;

④ ;;ª3¥;; ⑤ 10

2
[23012-0002] 

yÛ =12x
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01 포물선  5

여러 종의 교과서를 통합하여 핵심 개념만을 체계적으로 

정리하였고 , ,  를 제시하여 개념에 대한 이

해와 적용에 도움이 되게 하였다.

포물선01
1. 포물선의 뜻

⑴   평면 위에 한 점 F와 점 F를 지나지 않는 한 직선 이 있을 때, 점 F에 이르는 거리

와 직선 에 이르는 거리가 같은 점들의 집합을 포물선이라 한다.

⑵   점 F를 포물선의 초점, 직선 을 포물선의 준선이라 한다. 또 포물선의 초점을 지나

고 준선에 수직인 직선을 포물선의 축, 포물선과 축이 만나는 점을 포물선의 꼭짓점

이라 한다.

F

준선
초점

축

꼭짓점

2. 포물선의 방정식

⑴ 초점이 x축 위에 있는 포물선의 방정식

 초점이 F(p, 0), 준선이 x=-p인 포물선의 방정식은 yÛ`=4px (단, p+0)

⑵ 초점이 y축 위에 있는 포물선의 방정식

 초점이 F(0, p), 준선이 y=-p인 포물선의 방정식은 xÛ`=4py (단, p+0)

설명     0이 아닌 실수 p에 대하여 점 F(p, 0)을 초점으로 하고 직선 x=-p를 준선으로 하는 포물선의 방정식을 구해 보자.

    그림과 같이 포물선 위의 점 P(x, y)에서 준선에 내린 수선의 발을 H라 하면 점 H의 

좌표는 (-p, y)이다.

    포물선의 정의에 의하여 PFÓ=PHÓ이므로   

  "Ã(x-p)Û`+y Û`= x+p   

이고, 이 식의 양변을 제곱하여 정리하면  

  yÛ`=4px

F p  O-p

y

yÛ =4px

x

x=-p

p>0

P(x  y) P(x  y)

F p  O -p

y

yÛ =4px

x

x=-p

p 0

P(x  y) F 0  p

O
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y

xÛ =4py

x
y=-p

p>0

P(x  y) F 0  p

O
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xÛ =4py

x

y=-p

p 0

p>0
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x=-p
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Level 1 기초 연습은 기초 개념을 제대로 숙지했는지 확인

할 수 있는 문항을 제시하였으며, Level 2 기본 연습은 기

본 응용 문항을, 그리고 Level 3 실력 완성은 수학적 사고

력과 문제 해결 능력을 함양할 수 있는 문항을 제시하여 

대학수학능력시험 실전에 대비할 수 있도록 구성하였다.

기1Le

vel

1
[23012-0007] 

초점이 F인 포물선 y Û`=4x 위의 제1사분면에 있는 점 A에 대하여 AFÓ=3OFÓ일 때, 선분 OA의 길이는?  

 (단, O는 원점이다.)

① 2 ② 2 2 ③ 2 3 ④ 4 ⑤ 2

2
[23012-0008] 

초점이 F(3, 2)이고 직선 x=-1이 준선인 포물선의 방정식이 y Û`+ y+ x+ =0일 때, + + 의 값은?  

 (단, , , 는 상수이다.)

① 0 ② 2 ③ 4 ④ 6 ⑤ 8

4
[23012-0010] 

양수 에 대하여 초점이 F 인 포물선 yÛ`= x와 초점이 F 인 포물선 yÛ`-8y= x가 있다. 점 F 가 y축 위에 

있을 때, F F Ó Û`의 값을 구하시오.

3
[23012-0009] 

그림과 같이 양수 에 대하여 초점이 F(0, )이고, 원점을 꼭짓점으로 하는 포물

선이 있다. 점 F를 지나고 기울기가 양수인 직선이 이 포물선과 서로 다른 두 점 

A, B에서 각각 만난다. 두 점 A, B의 y좌표가 각각 ;2;, ;2;이고 ABÓ=8일 때,  

의 값은?

① 1 ② ; %; ③ ;2#;

④ ; ; ⑤ 2
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Level 1-Level 2-Level 3

개념 정리

대표 기출 문제

예제 & 유제

대학수학능력시험과 모의평가 기출 문항으로 구성하였으

며 기존 출제 유형을 파악할 수 있도록 출제 경향과 출제 

의도를 제시하였다.

제

출제
경향

포물선의 정의를 이용하여 주어진 도형의 둘레의 길이, 넓이, 각의 크기, 점의 좌표 등을 구하는 문제 또는 포물선의 

평행이동과 연관된 문제가 출제된다.

2022학년도 대수능

두 양수 , p에 대하여 포물선 (y- ) Û`=4px의 초점을 F 이라 하고,

O

y

x

FyÛ =-4x

(y- )Û =4px

F

Q

P

 

포물선 y Û`=-4x의 초점을 F 라 하자. 선분 F F 가 두 포물선과 만나

는 점을 각각 P, Q라 할 때, F F Ó=3, PQÓ=1이다. Û`+pÛ`의 값은?  

   [4점]

① 6 ②  ③ 

④  ⑤ 

출제 의도 평행이동한 포물선에서 포물선의 정의를 이용하여 미지수를 구할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 포물선 (y- )Û`=4px는 포물선 yÛ`=4px를 y축의 방향으로 만큼 평행이동한 것이므로 초점은 F (p, )이고 

준선의 방정식은 x=-p이다. 또한, 포물선 y Û`=-4x의 초점은 F (-1, 0)이고 준선의 방정식은 x=1이다. 

이때 F F Ó=3이므로 

  (p+1)Û`+ Û`=   ㉠

두 점 P, Q의 x좌표를 각각 x , x `(x 0 x )이라 하면 포물선의 정의에 의하여

PF Ó=p+x , QF Ó=1-x 이므로

  PF Ó+QF Ó=F F Ó-PQÓ=3-1=2

즉, (p+x )+(1-x )=2에서 x -x =1-p

그림과 같이 점 P를 지나고 x축에 수직인 직선과 점 Q를 지나고 y축에

O

y

x

FyÛ =-4x

(y- )Û =4px

F H

R
Q

P

 

수직인 직선이 만나는 점을 R라 하고, 점 F 에서 x축에 내린 수선의 발

을 H라 하면 삼각형 F F H와 삼각형 PQR는 서로 닮음이므로 

  F F Ó̀ `F HÓ=PQÓ̀ `QRÓ   ㉡

이때 F HÓ=p-(-1)=p+1, QRÓ=x -x =1-p이므로 ㉡에서

  3` `(p+1)=1` `(1-p), p+1=3(1-p), p=;2;

㉠에서 ;2;+1 Û`+ Û`= 이므로 Û`=;;ª ;;

따라서 Û`+pÛ`=;;ª ;;+; ;=

  ⑤
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Structure이 책의  구성과 특징
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포물선01
1. 포물선의 뜻

⑴   평면 위에 한 점 F와 점 F를 지나지 않는 한 직선 이 있을 때, 점 F에 이르는 거리

와 직선 에 이르는 거리가 같은 점들의 집합을 포물선이라 한다.

⑵   점 F를 포물선의 초점, 직선 을 포물선의 준선이라 한다. 또 포물선의 초점을 지나

고 준선에 수직인 직선을 포물선의 축, 포물선과 축이 만나는 점을 포물선의 꼭짓점

이라 한다.

F

준선
초점

축

꼭짓점

2. 포물선의 방정식

⑴ 초점이 x축 위에 있는 포물선의 방정식

 초점이 F(p, 0), 준선이 x=-p인 포물선의 방정식은 yÛ`=4px (단, p+0)

⑵ 초점이 y축 위에 있는 포물선의 방정식

 초점이 F(0, p), 준선이 y=-p인 포물선의 방정식은 xÛ`=4py (단, p+0)

설명     0이 아닌 실수 p에 대하여 점 F(p, 0)을 초점으로 하고 직선 x=-p를 준선으로 하는 포물선의 방정식을 구해 보자.

    그림과 같이 포물선 위의 점 P(x, y)에서 준선에 내린 수선의 발을 H라 하면 점 H의 

좌표는 (-p, y)이다.

    포물선의 정의에 의하여 PFÓ=PHÓ이므로   

  "Ã(x-p)Û`+yÛ`= x+p   

이고, 이 식의 양변을 제곱하여 정리하면  

  yÛ`=4px

F p  O-p

y

yÛ =4px

x

x=-p

p>0

P(x  y) P(x  y)

F p  O -p

y

yÛ =4px

x

x=-p

p 0

P(x  y) F 0  p

O
-p

y

xÛ =4py

x
y=-p

p>0

P(x  y) F 0  p

O
-p

y

xÛ =4py

x

y=-p

p 0

p>0

F p  O

H

-p

y

P x  y

x

x=-p
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길잡이 원주각과 중심각의 관계, 포물선의 정의를 이용한다.

포물선 yÛ`=4px의 초점은 F(p, 0)이고, 준선의 방정식은 x=-p이다.

원주각과 중심각의 관계에 의하여 ∠FPQ=2∠FRQ

삼각형 PFQ가 PFÓ=PQÓ인 이등변삼각형이므로 점 P에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면 ∠FPQ=2∠FPH

즉, ∠FRQ=∠FPH이므로 sin`(∠FPH)=;3@;이고,

  FHÓ=FPÓ̀ sin`(∠FPH)=6_;3@;=4

한편, 점 P에서 준선에 내린 수선의 발을 A, 준선이 x축과 만나는 점을 B라 하면 

포물선의 정의에 의하여 PAÓ=PFÓ=6

이때 BHÓ=BFÓ+FHÓ=2p+4이고 BHÓ=APÓ이므로

  2p+4=6

따라서 p=1

  ①

풀이

yÛ =4px

O

B

A

Q

P
R

F H

y

C

x

x=-p

포물선의 뜻1예제

그림과 같이 초점이 F인 포물선 yÛ`=4px (p>0) 위의 제1사분면에 있는 점 P에 대하

여 점 P를 중심으로 하고 점 F를 지나는 원 C가 포물선과 서로 다른 두 점에서 만난다. 

원 C가 x축과 만나는 두 점 중 F가 아닌 점을 Q라 하고, 원 C가 포물선과 만나는 두 

점 중 x좌표가 큰 점을 R라 하자. 원 C의 반지름의 길이가 6이고 sin`(∠FRQ)=;3@;

일 때, 상수 p의 값은? (단, 점 P의 x좌표는 점 F의 x좌표보다 크다.)

① 1 ② ;2#; ③ 2 ④ ;2%; ⑤ 3

yÛ =4px

O Q

P
R

F

y

C

x

유제 정답과 풀이 4쪽

초점이 F(2, 0)이고 원점을 꼭짓점으로 하는 포물선 위의 제1사분면에 있는 점 A에 대하여 AFÓ=10

일 때, 직선 AF의 기울기는 k이다. 30k의 값을 구하시오.
1

[23012-0001] 

그림과 같이 초점이 F인 포물선 yÛ`=12x 위의 점 P와 점 A(6, 4)에 대하여  

PFÓ+PAÓ의 값이 최소가 되도록 하는 점 P를 P'이라 할 때, 삼각형 AP'F의 넓

이는?

① ;;ª3ª;; ② 8 ③ ;;ª3¤;;

④ ;;ª3¥;; ⑤ 10

2
[23012-0002] 

yÛ =12x

O F

y

x

A
P
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01   포물선

4. 포물선과 직선의 위치 관계

포물선과 직선의 방정식을 각각 yÛ`=4px, y= x+ `( +0)이라 할 때, y= x+ 을 yÛ`=4px에 대입하여 

정리하면

  Û`xÛ`+2( -2p)x+ Û`=0   ㉠

포물선 yÛ`=4px와 직선 y= x+ 의 교점의 개수는 x에 대한 이차방정식 ㉠의 서

로 다른 실근의 개수와 같으므로 방정식 ㉠의 판별식을 라 하면 포물선과 직선의 위

치 관계는 다음과 같다.

⑴ >0 HjK 서로 다른 두 점에서 만난다.

⑵ =0 HjK 한 점에서 만난다. (접한다.)

⑶ 0 HjK 만나지 않는다.

O

y

x

yÛ =4px

y= x+

0

>0
=0

3. 포물선의 평행이동

⑴ 포물선 yÛ`=4px를 x축의 방향으로 만큼, y축의 방향으로 만큼 평행이동한 포물선의 방정식은 

   (y- )Û`=4p(x- )

 이다. 이때 두 포물선 yÛ`=4px, (y- )Û`=4p(x- )의 초점, 준선, 꼭짓점은 다음과 같다.

⑵ 포물선 xÛ`=4py를 x축의 방향으로 만큼, y축의 방향으로 만큼 평행이동한 포물선의 방정식은 

   (x- )Û`=4p(y- )

 이다. 이때 두 포물선 xÛ`=4py, (x- )Û`=4p(y- )의 초점, 준선, 꼭짓점은 다음과 같다.

방정식 xÛ`=4py (x- )Û`=4p(y- )

초점 (0, p) ( , p+ )

준선 y=-p y=-p+

꼭짓점 (0, 0) ( , ) O

y

x

xÛ =4py
(x- )Û =4p(y- )

방정식 yÛ`=4px (y- )Û`=4p(x- )

초점 (p, 0) (p+ , )

준선 x=-p x=-p+

꼭짓점 (0, 0) ( , )

O

y

x

yÛ =4px

(y- )Û =4p(x- )
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유제 정답과 풀이 4쪽

포물선 xÛ`-8x=4y의 초점을 F라 할 때, 선분 OF의 길이는? (단, O는 원점이다.)

① 2 6 ②  ③ 26 ④ 3 3 ⑤ 2

3
[23012-0003] 

자연수 k에 대하여 포물선 y Û`=8x와 직선 y=;2;x+k가 만나는 서로 다른 점의 개수를 (k)라 할 때, 

10
Á
k=1

 (k)의 값은?

① 6 ②  ③ 8 ④  ⑤ 10

4
[23012-0004] 

포물선의 평행이동2예제

그림과 같이 양수 에 대하여 초점이 F인 포물선 (y-6)Û`= (x-1)과 x축이 만나는 점

을 A라 하자. AFÓ=OAÓ+1일 때, s`(∠OAF)=; ;이다. p+ 의 값을 구하시오.  

 (단, O는 원점이고, p와 는 서로소인 자연수이다.)

O

F

A

y

x

(y-6)Û = (x-1)

길잡이 포물선 (y-6)Û`= (x-1)은 포물선 yÛ`= x를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 6만큼 평행이동한 것임을 이용한다.

포물선 (y-6)Û`= (x-1)은 포물선 yÛ`= x를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 6만큼 평행이동한 것이다.

이때 포물선 yÛ`= x의 초점의 좌표가 ; ;, 0 이고 준선의 방정식이 x=-; ;이므로 포물선 (y-6)Û`= (x-1)의 초

점 F의 좌표는 ; ;+1, 6 이고 준선의 방정식은 x=-; ;+1이다.

AFÓ=OAÓ+1이므로 포물선 (y-6)Û`= (x-1)의 준선의 방정식은 x=-1임을 알 수 있다. 즉, 

  -; ;+1=-1, =8

그러므로 주어진 포물선의 방정식은 (y-6)Û`=8(x-1)이고, F(3, 6)이다.

한편, 점 A의 x좌표를 k라 하면 점 A(k, 0)이 포물선 위의 점이므로

  (-6)Û`=8(k-1), k-1=;2;, k=;;2;;

즉, A ;;2;;, 0 이고 AFÓ=OAÓ+1=;;2;;

점 F에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면

  s`(∠OAF)= AHÓ
AFÓ

=
-3

=; 3;

따라서 p=13, = 이므로 p+ =13+ =18

  18

풀이

O H

F

A

y

x

(y-6)Û =8(x-1)

x=-1
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01   포물선

5. 포물선의 접선

⑴ 기울기가 주어진 포물선의 접선의 방정식

 포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식은 y= x+
p
 (단, +0)

 설명  포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식을 구해 보자.

     포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가  ( +0)인 직선의 방정식을 y= x+ 이라 하고, 이를 포물선의 방정식 

yÛ`=4px에 대입하여 얻은 x에 대한 이차방정식  

  Û`xÛ`+2( -2p)x+ Û`=0  

의 판별식을 라 하면

     4 =( -2p)Û`- Û` Û`=4p(p- )=0

   이다. 이때 p+0이므로 p- =0, 즉 =
p

   따라서 구하는 접선의 방정식은 y= x+
p
이다.

⑵ 포물선 위의 점에서의 접선의 방정식

 포물선 yÛ`=4px 위의 점 (x , y )에서의 접선의 방정식은 y y=2p(x+x )

 설명  포물선 yÛ`=4px 위의 점 P(x , y )에서의 접선의 방정식을 구해 보자.

   x+0일 때 접선의 기울기를 `( +0)이라 하면 직선의 방정식은 

     y-y = (x-x )  ㉠

   또 포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식은 

     y= x+
p
   ㉡

   ㉠과 ㉡은 같은 직선이므로 - x +y =
p

   양변에 을 곱해 얻은 에 대한 이차방정식 x Û`-y +p=0에서 =
y "Ã(-y )Û`-4px

2x

   이때 y Û`=4px , 즉 x = y Û`
4p 이므로 = y

2x =
2p
y `(y+0)

   이것을 ㉠에 대입하면 y=
2p
y x-

2p
y x +y 이고, y Û`=4px 이므로 정리하면

     y y=2p(x+x )

     x =0일 때 y =0이므로 이 식에 대입하면 접선의 방정식은 x=0이고, 그림과 같이 

포물선 yÛ`=4px 위의 점 (0, 0)에서의 접선이 y축 (x=0)이므로 x =0일 때에도 이 

식은 성립한다.

O

y

x

yÛ =4px

P(x  y )

O

y

x

x=0
yÛ =4px

P(x  y )
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유제 정답과 풀이 5쪽

초점이 F인 포물선 yÛ`=4x 위의 제1사분면에 있는 점 A에서의 접선이 x축과 만나는 점을 B라 하자. 

점 B의 x좌표가 -3일 때, 삼각형 ABF의 넓이는?

① 4 3 ② 2 13 ③ 2 14 ④ 2 1  ⑤ 8

5
[23012-0005] 

포물선 yÛ`= x ( >0) 위의 제1사분면에 있는 점 A에서의 접선과 포물선 yÛ`=-4x 위의 제2사분면

에 있는 점 B에서의 접선이 점 (0, 4)에서 만난다. 직선 A 와 직선 B 의 기울기의 곱이 -; ;일 때, 

상수 의 값은?

① 8 ② 10 ③ 12 ④ 14 ⑤ 16

6
[23012-0006] 

포물선의 접선3예제

초점이 F인 포물선 yÛ`=4px (p>0) 위의 제1사분면에 있는 점 A에서의 접선이 x축과 만나는 점을 B라 하자.  

AFÓ=6, ∠AFB=;3@; 일 때, 직선 AB의 방정식은 x+ y+ =0이다. Û`+ Û`의 값을 구하시오.   

 (단, p, , 는 상수이다.)

길잡이 포물선의 정의를 이용하여 점 A의 좌표를 구하고, 포물선 위의 점 A에서의 접선의 방정식을 구한다.

포물선 yÛ`=4px의 초점은 F(p, 0)이고, 준선의 방정식은 x=-p이다.

점 A에서 x축과 준선에 내린 수선의 발을 각각 , 라 하자.

∠AF = -∠AFB= 3 이므로 직각삼각형 AF 에서

  F Ó=AFÓ` s` 3 =6_;2;=3, A Ó=AFÓ`sin` 3 =6_ 2 =3 3

포물선의 정의에 의하여 A Ó=AFÓ=6이므로 원점을 O라 하면

  A Ó=2OFÓ+F Ó=2p+3=6, p=;2#;

그러므로 포물선의 방정식은 yÛ`=6x이고 점 A의 좌표는 ;2;, 3 3 이다.

따라서 포물선 yÛ`=6x 위의 점 A에서의 접선의 방정식은 

  3 3y=2_;2#;_ x+;2; , 2x-2 3y+ =0

즉, =2, =-2 3이므로

  Û`+ Û`=2Û`+(-2 3)Û`=4+12=16

  16

풀이

F

A

B
O

y

x

x=-p

yÛ =4px
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기1Le
vel

1
[23012-0007] 

초점이 F인 포물선 yÛ`=4x 위의 제1사분면에 있는 점 A에 대하여 AFÓ=3OFÓ일 때, 선분 OA의 길이는?  

 (단, O는 원점이다.)

① 2 ② 2 2 ③ 2 3 ④ 4 ⑤ 2

2
[23012-0008] 

초점이 F(3, 2)이고 직선 x=-1이 준선인 포물선의 방정식이 yÛ`+ y+ x+ =0일 때, + + 의 값은?  

 (단, , , 는 상수이다.)

① 0 ② 2 ③ 4 ④ 6 ⑤ 8

4
[23012-0010] 

양수 에 대하여 초점이 F 인 포물선 yÛ`= x와 초점이 F 인 포물선 yÛ`-8y= x가 있다. 점 F 가 y축 위에 

있을 때, F F Ó Û`의 값을 구하시오.

3
[23012-0009] 

그림과 같이 양수 에 대하여 초점이 F(0, )이고, 원점을 꼭짓점으로 하는 포물

선이 있다. 점 F를 지나고 기울기가 양수인 직선이 이 포물선과 서로 다른 두 점 

A, B에서 각각 만난다. 두 점 A, B의 y좌표가 각각 ;2;, ;2;이고 ABÓ=8일 때,  

의 값은?

① 1 ② ; %; ③ ;2#;

④ ; ; ⑤ 2

O

y

x
FA

B
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기하.indb   10 23. 1. 4.   오후 1:49



정답과 풀이 5쪽

5
[23012-0011] 

포물선 yÛ`= x ( >0) 위의 점 (4, )에서의 접선의 기울기가 1일 때, + 의 값은? (단, 는 상수이다.)

① 1  ② 18 ③ 21 ④ 24 ⑤ 2

6
[23012-0012] 

기울기가 ;3@;이고 포물선 yÛ`=8(x-k)에 접하는 직선이 원점을 지날 때, 상수 k의 값은?

① ;2; ② ;2#; ③ ;2%; ④ ;2; ⑤ ;2;

7
[23012-0013] 

초점이 F인 포물선 yÛ`= x ( >0) 위의 점 A에서의 접선을 이라 하고, 직선 이 x축의 양의 방향과 이루는 

각의 크기를 라 하자. n` =;2;이고 AFÓ=;;2;;일 때, 상수 의 값은?

① 4 ② 6 ③ 8 ④ 10 ⑤ 12

8
[23012-0014] 

초점이 F ;2;, 0 이고 꼭짓점이 원점인 포물선 위의 제1사분면에 있는 점 A에 대하여 AFÓ=;2%;일 때, 직선 

AF와 평행하고 이 포물선에 접하는 직선의 y절편은?

① ; ; ② ; ; ③ ; #; ④ ;2; ⑤ ; %;
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기하.indb   11 23. 1. 4.   오후 1:49



기2Le
vel

1
[23012-0015] 

초점이 F인 포물선 yÛ̀ =4x 위의 꼭짓점이 아닌 한 점 A에서 포물선의 준선에 내린 수선의 발을 B라 하고, 선분 

BF와 포물선이 만나는 점을 라 하자. B Ó ` FÓ=3` `1일 때, 삼각형 ABF의 둘레의 길이는?

① 12 ② 16 ③ 20 ④ 24 ⑤ 28

2
[23012-0016] 

4보다 큰 자연수 k에 대하여 초점이 F인 포물선 xÛ`-4x-8y+k=0 위의 임의의 점 P에서 x축에 내린 수선

의 발을 H라 하자. PFÓ>PHÓ를 항상 만족시키는 k의 개수는?

① 12 ② 13 ③ 14 ④ 1  ⑤ 16

3
[23012-0017] 

그림과 같이 초점이 F 인 포물선 `yÛ`=12x와 초점이 F 인 포물선   

`(y- )Û̀ =4p(x- )가 있다. 점 F 를 지나고 x축에 평행한 직선이 포물선 과 

만나는 점을 A라 하고, 포물선 가 x축과 만나는 점을 B라 하자. 사각형 AF BF

이 F AÓ=AF Ó=F BÓ=4인 등변사다리꼴일 때, Û`+ Û`+p Û`의 값을 구하시오.  

  (단, , , p는 0, >0, p 0인 상수이다.)

F

F

B

A

O

y

x
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정답과 풀이 8쪽

4
[23012-0018] 

그림과 같이 초점이 F인 포물선 yÛ̀ =8x 위의 제1사분면에 있는 점 A에서의 

접선이 x축과 만나는 점을 B라 하고, 직선 AF가 포물선과 만나는 점 중 A가 

아닌 점을 라 하자. AFÓ` ` FÓ=4` `1일 때, 삼각형 AB 의 넓이는?  

 (단, 점 A의 x좌표는 점 F의 x좌표보다 크다.)

① 42 ② 44 ③ 46

④ 48 ⑤ 0

OB

A

F

y

x

yÛ =8x

5
[23012-0019] 

양수 k에 대하여 직선 y=k가 두 포물선 yÛ`=4x, yÛ`=12x와 만나는 점을 각각 P, Q라 하자. 포물선 yÛ`=4x 

위의 점 P에서의 접선을 , 포물선 yÛ`=12x 위의 점 Q에서의 접선을 라 하고 두 직선 , 가 만나는 점을 

R라 하자. 삼각형 PQR의 넓이가 일 때, k의 값을 구하시오.

6
[23012-0020] 

포물선 yÛ`=4px (p>0) 위의 제1사분면에 있는 점 A에서의 접선이 포물선의 준선과 만나는 점을 B라 하고, 

점 A를 지나고 직선 AB와 수직인 직선이 준선과 만나는 점을 라 하자. 세 점 A, B, 가 다음 조건을 만족

시킬 때, 점 의 y좌표는?

① ;;2;; ② ;;2;; ③ ;;2;; ④ ;;2;; ⑤ ;;2;;

(가) ∠A B= 라 할 때, n` =2이다.

(나) 삼각형 AB 의 넓이는 124 이다.
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정답과 풀이 10쪽

1
[23012-0021] 

0이 아닌 상수 , `( )에 대하여 포물선 ` `yÛ`= x-8과 포물선 ` `yÛ`= x-8의 초점이 모두 

F(3, 0)이다. 양수 k에 대하여 직선 y=k가 두 포물선 , 와 만나는 점을 각각 A, B라 할 때,  

FAÓ+FBÓ=12이다. 삼각형 ABF의 넓이는?

① 8 ② 4  ③ 4 6 ④ 4  ⑤ 8 2

2
[23012-0022] 

두 양수 , 에 대하여 준선이 y축인 포물선 (y- )Û`=8(x- )의 초점을 F라 하고, 직선 OF가 포물선과 만

나는 서로 다른 두 점을 각각 A, B라 하자. ABÓ=10일 때, + 의 값은? (단, O는 원점이다.)

① 6 ②  ③ 8 ④  ⑤ 10

3
[23012-0023] 

그림과 같이 > >0인 두 상수 , 에 대하여 포물선 y Û`= x와 포물선 

yÛ`= x가 있다. x좌표가 음수인 x축 위의 점 A를 지나고 기울기가 양수인 직

선이 포물선 yÛ`= x와 접하는 점을 B, 점 A를 지나고 기울기가 음수인 직선이 

포물선 yÛ`= x와 접하는 점을 라 하고, 선분 B 가 x축과 만나는 점을 라 

하자. 포물선 yÛ`= x의 초점을 F라 할 때, 네 점 A, B, , F가 다음 조건을 만

족시킨다.

( + )의 값을 구하시오. (단, 점 B의 x좌표는 점 F의 x좌표보다 크다.)

(가) ∠BF = 2 이고, B ` ` =3` `1이다.

(나) 삼각형 AB 의 외접원의 반지름의 길이는 3 이다.

yÛ = x

O
A

B

F

y

x

yÛ = x
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제

출제
경향

포물선의 정의를 이용하여 주어진 도형의 둘레의 길이, 넓이, 각의 크기, 점의 좌표 등을 구하는 문제 또는 포물선의 

평행이동과 연관된 문제가 출제된다.

2022학년도 대수능

두 양수 , p에 대하여 포물선 (y- ) Û`=4px의 초점을 F 이라 하고,

O

y

x

FyÛ =-4x

(y- )Û =4px

F

Q

P

 

포물선 yÛ`=-4x의 초점을 F 라 하자. 선분 F F 가 두 포물선과 만나

는 점을 각각 P, Q라 할 때, F F Ó=3, PQÓ=1이다. Û`+p Û`의 값은?  

   [4점]

① 6 ②  ③ 

④  ⑤ 

출제 의도 평행이동한 포물선에서 포물선의 정의를 이용하여 미지수를 구할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 포물선 (y- )Û`=4px는 포물선 yÛ`=4px를 y축의 방향으로 만큼 평행이동한 것이므로 초점은 F (p, )이고 

준선의 방정식은 x=-p이다. 또한, 포물선 yÛ`=-4x의 초점은 F (-1, 0)이고 준선의 방정식은 x=1이다. 

이때 F F Ó=3이므로 

  (p+1)Û`+ Û`=   ㉠

두 점 P, Q의 x좌표를 각각 x , x `(x 0 x )이라 하면 포물선의 정의에 의하여

PF Ó=p+x , QF Ó=1-x 이므로

  PF Ó+QF Ó=F F Ó-PQÓ=3-1=2

즉, (p+x )+(1-x )=2에서 x -x =1-p

그림과 같이 점 P를 지나고 x축에 수직인 직선과 점 Q를 지나고 y축에

O

y

x

FyÛ =-4x

(y- )Û =4px

F H

R
Q

P

 

수직인 직선이 만나는 점을 R라 하고, 점 F 에서 x축에 내린 수선의 발

을 H라 하면 삼각형 F F H와 삼각형 PQR는 서로 닮음이므로 

  F F Ó̀ `F HÓ=PQÓ` `QRÓ   ㉡

이때 F HÓ=p-(-1)=p+1, QRÓ=x -x =1-p이므로 ㉡에서

  3` `(p+1)=1` `(1-p), p+1=3(1-p), p=;2;

㉠에서 ;2;+1 Û`+ Û`= 이므로 Û`=;;ª ;;

따라서 Û`+pÛ`=;;ª ;;+; ;=

  ⑤
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타원02
1. 타원의 뜻

⑴ 평면 위의 서로 다른 두 점 F, F'으로부터의 거리의 합이 일정한 점들의 집합을 타원이라 한다.

⑵   두 점 F, F'을 타원의 초점이라 한다. 두 초점을 잇는 직선이 타원과 만나는 점을 

각각 A, A'이라 하고, 선분 FF'의 수직이등분선이 타원과 만나는 점을 각각 B, 

B'이라 할 때, 네 점 A, A', B, B'을 타원의 꼭짓점이라 하고, 선분 AA'을 타

원의 장축, 선분 BB'을 타원의 단축이라 하며, 장축과 단축이 만나는 점을 타원

의 중심이라 한다.

A F F A

B

B

중심

꼭짓점

장축

초점

꼭짓점 단축

2. 타원의 방정식

⑴   두 초점 F( , 0), F'(- , 0)으로부터의 거리의 합이 2 `( > >0)인 타원의 

방정식은 

   xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1 (단, Û`= Û`- Û`, >0)

 ① 장축의 길이  2 , 단축의 길이  2

 ② 초점의 좌표  F("Ã Û`- Û` , 0), F'(-"Ã Û`- Û` , 0)

 ③ 꼭짓점의 좌표  ( , 0), (- , 0), (0, ), (0, - )

 ④ 중심의 좌표  (0, 0)

⑵   두 초점 F(0, ), F'(0, - )로부터의 거리의 합이 2 `( > >0)인 타원의   

방정식은 

   
xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1 (단, Û`= Û`- Û`, >0)

 ① 장축의 길이  2 , 단축의 길이  2

 ② 초점의 좌표  F(0, "Ã Û`- Û` ), F'(0, -"Ã Û`- Û` )

 ③ 꼭짓점의 좌표  ( , 0), (- , 0), (0, ), (0, - )

 ④ 중심의 좌표  (0, 0)

설명  두 초점 F( , 0), F'(- , 0)으로부터의 거리의 합이 2  ( > >0)인 타원의 방정식을 구해 보자.

  타원 위의 임의의 점을 P(x, y)라 하면

    PFÓ="Ã(x- )Û`+yÛ`, PF' Ó="Ã(x+ )Û`+yÛ`

  이고, PFÓ+PF'Ó=2 이므로 

    "Ã(x- )Û`+yÛ`+"Ã(x+ )Û`+yÛ`=2

    "Ã(x- )Û`+yÛ`=2 -"Ã(x+ ) Û`+yÛ`

  양변을 제곱하여 정리하면 x+ Û`= "Ã(x+ )Û`+yÛ`

  다시 양변을 제곱하여 정리하면 ( Û`- Û`)xÛ`+ Û`yÛ`= Û`( Û`- Û`)

  > >0이므로 Û`- Û`= Û`이라 하면 Û`xÛ`+ Û`yÛ`= Û` Û`

  이 식의 양변을 Û` Û`으로 나누면 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1

- FF O

-

y

x

-

F

F

O

-

y

x

P x  y

O

y

x

F  F  
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유제 정답과 풀이 12쪽

두 초점이 F( , 0), F'(- , 0) ( >0)인 타원 xÛ`
16 + yÛ` =1 위의 점 P에 대하여 PF'Ó-PFÓ=2일 때, 

s(∠FPF')의 값은?

① ; ; ② ; ; ③ ; ; ④ ;3; ⑤ ;2;

1
[23012-0024] 

두 초점이 F(0, 3), F'(0, -3)인 타원이 있다. 점 F를 지나고 y축에 수직인 직선이 타원과 만나는 두 

점을 각각 A, B라 하자. 삼각형 ABF'의 둘레의 길이가 20일 때, 삼각형 ABF'의 넓이는?

① ;;¥ ;; ② ;;¥ ¥;; ③ ;; ª;; ④ ;; ¤;; ⑤ 20

2
[23012-0025] 

타원의 뜻1예제

두 초점이 F( , 0), F'(- , 0) ( >0)인 타원 xÛ`
2 + yÛ`

1 =1 위의 제1사분면에 있는 점 P에 대하여 점 F에서  

선분 PF'에 내린 수선의 발을 H라 하자. FHÓ=2일 때, PF'Ó-PFÓ의 값은?

① 3 ② ;2; ③ 4 ④ ;2; ⑤ 

길잡이 타원의 정의와 직각삼각형의 성질을 이용하여 두 선분 PF, PF'의 길이를 구한다.

점 F( , 0)이 타원 xÛ`
2 + yÛ`

1 =1의 초점이므로 = 2 -1 = 10

즉, FF'Ó=2 =2 10이므로 직각삼각형 FHF'에서

  F'HÓ= F'FÓ Û`-FHÓ Û`= (2 10)Û`-2Û`=6

타원 xÛ`
2 + yÛ`

1 =1의 장축의 길이는 2_ =10이므로 타원의 정의에 의하여

  PFÓ+PF' Ó=10

이때 F'HÓ=6이므로 PFÓ+PHÓ=10-6=4

PFÓ=k`(k>0)이라 하면 PHÓ=4-k이므로 직각삼각형 FPH에서

  PFÓÛ`-PHÓÛ`=4, kÛ`-(4-k)Û`=4, 8k=20, k=;2%;

따라서

  PFÓ=;2%;, PF'Ó=PHÓ+F'HÓ= 4-;2%; +6=;;2;;

이므로 

  PF'Ó-PFÓ=;;2;;-;2%;=

  ⑤

풀이

O F

H

F

P

y

x

xÛ yÛ
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02   타원

3. 타원의 평행이동

타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1`( > >0)을 x축의 방향으로 만큼, y축의 방향으로 만큼 평행이동한 타원의 방정식은 

  
(x- )Û`

Û`
+

(y- )Û`
Û`

=1

이다. 이때 두 타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1, 

(x- )Û`
Û`

+
(y- )Û`

Û`
=1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표는 다음과 같다.

참고  ⑴   타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1`( > >0)을 x축의 방향으로 만큼, y축의 방향으로 만큼 평행이동한 타원   

(x- )Û`
Û`

+
(y- )Û`

Û`
=1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표도 평행이동을 이용하여 구할 수 있다.

  ⑵   타원을 평행이동하여도 그 모양과 크기는 변하지 않으므로 장축의 길이, 단축의 길이는 변하지 않는다. 즉, 타원 

(x- )Û`
Û`

+
(y- )Û`

Û`
=1`( > >0)의 장축의 길이는 2 , 단축의 길이는 2 이고, 타원   

(x- )Û`
Û`

+
(y- )Û`

Û`
=1`( > >0)의 장축의 길이는 2 , 단축의 길이는 2 이다.

방정식 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 

(x- )Û`
Û`

+
(y- )Û`

Û`
=1

초점 ("Ã Û`- Û` 0) (-"Ã Û`- Û` 0) ("Ã Û`- Û`+ ) (-"Ã Û`- Û`+ )

꼭짓점
( , 0), (- , 0), 
(0, ), (0, - )

( + , ), (- + , ), 
( , + ), ( , - + )

중심 (0, 0) ( , )

O

y

x

;;;;;;;;;;;; ;;; ;;;;;;;;;;;; ;;;(x- )Û (y- )Û
Û Û

; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

4. 타원과 직선의 위치 관계

타원과 직선의 방정식을 각각 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1, y= x+ 이라 할 때, y= x+ 을 xÛ`

Û`
+ yÛ`

Û`
=1에 대입하여 정리

하면

  ( Û` Û`+ Û`)xÛ`+2 Û` x+ Û`( Û`- Û`)=0   ㉠

타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1과 직선 y= x+ 의 교점의 개수는 x에 대한 이차방정식 ㉠의 서로 

다른 실근의 개수와 같으므로 방정식 ㉠의 판별식을 라 하면 타원과 직선의 위치 관

계는 다음과 같다.

⑴ >0 HjK 서로 다른 두 점에서 만난다.

⑵ =0 HjK 한 점에서 만난다. (접한다.)

⑶ 0 HjK 만나지 않는다.

O

y

x

0

>0
=0

y= x+

xÛ
Û

yÛ
Û
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기하.indb   18 23. 1. 4.   오후 1:49



길잡이 타원의 평행이동과 타원의 정의를 이용한다.

타원 
(x-1)Û`

Û`
+

(y-4)Û`
Û`

=1은 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1을 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 4만큼 평행이동한 것이

고, 이때 타원 
(x-1)Û`

Û`
+

(y-4)Û`
Û`

=1의 중심이 점 (1, 4)이고 이 타원이 x축에 접하므로 =4

또 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1의 두 초점의 좌표를 ( , 0), (- , 0) ( >0)이라 하면 타원 

(x-1)Û`
Û`

+
(y-4)Û`

Û`
=1의 두 초점 

F, F'의 좌표는 각각 ( +1, 4), (- +1, 4)이다.

이때 A(0, 4)이고, F'AÓ̀ `FAÓ=1` `2이므로 

  ( -1)` `( +1)=1` `2, +1=2( -1), =3

즉, Û`- Û`= Û`에서

  Û`= Û`+ Û`=16+ =2

따라서

  Û`+ Û`=2 +16=41

  41

풀이

유제 정답과 풀이 13쪽

타원 3xÛ`+4yÛ`-12x-24y=0의 두 초점을 F, F'이라 할 때, OFÓ_OF'Ó의 값을 구하시오.   

 (단, O는 원점이다.)
3

[23012-0026] 

타원의 평행이동2예제

그림과 같이 두 초점이 F, F'인 타원 
(x-1)Û`

Û`
+

(y-4)Û`
Û`

=1 ( > >0)이  

x축에 접하고, 선분 FF'이 y축 위의 점 A를 지난다. F'AÓ` `FAÓ=1` `2일 때,  

Û`+ Û`의 값을 구하시오.  

  (단, 점 F의 x좌표는 양수이고, 점 F'의 x좌표는 음수이다.)

O

FAF

y

x

;;;;;;;;;;;; ;;; ;;;;;;;;;;;; ;;;(x-1)Û (y-4)Û
Û Û

그림과 같이 타원 
(x- )Û`

2 +
(y- )Û`

4 =1이 x축과 서로 다른 

두 점 A, B에서 만난다. 이 타원의 두 초점이 F(3, 0), F'일 때, 

삼각형 ABF'의 넓이는? (단, 과 은 양의 상수이다.)

① 2 ② 
3 2
2  ③ 2 2

④ 
2

2  ⑤ 3 2

4
[23012-0027] 

O FA B

F

y

x

;;;;;;;;;2;; ;;;; ;;;;;;;; ;; ;;;(x- )Û (y- )Û
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02   타원

5. 타원의 접선

⑴ 기울기가 주어진 타원의 접선의 방정식

 타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식은 `y= x "Ã Û` Û`+ Û`

 설명  타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식을 구해 보자.

   구하는 접선의 방정식을 y= x+ 이라 하고, 타원의 방정식 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1에 대입하여 정리하면

     ( Û` Û`+ Û`)xÛ`+2 Û` x+ Û`( Û`- Û`)=0  `㉠

   x에 대한 이차방정식 ㉠의 판별식을 라 하면

     =4 Û` Û`( Û` Û`+ Û`- Û`)=0

   이다. 이때 +0, +0이므로 

   Û` Û`+ Û`- Û`=0, 즉 Û`= Û` Û`+ Û`에서 = "Ã Û` Û`+ Û`

   따라서 구하는 접선의 방정식은 y= x "Ã Û` Û`+ Û`

⑵ 타원 위의 점에서의 접선의 방정식

 타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1 위의 점 (x , y )에서의 접선의 방정식은 ` x x

Û`
+

y y
Û`

=1

 설명  타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1 위의 점 P(x , y )에서의 접선의 방정식을 구해 보자.

   y+0일 때 접선의 기울기를 이라 하면 직선의 방정식은 

     y-y = (x-x )  ㉠

   또 기울기가 인 타원 xÛ`
Û`
+

yÛ`
Û`
=1의 접선의 방정식은 

     y= x "Ã Û` Û`+ Û`  ㉡

   ㉡의 2개의 직선 중 하나가 ㉠과 같은 직선이므로 y절편의 제곱이 같다.

   즉, (- x +y )Û`= Û` Û`+ Û`

   ( Û`-x Û`) Û`+2x y + Û`-y Û`=0   ㉢

   x Û`
Û`
+

y Û`
Û`
=1에서 Û`-x Û`= Û`y Û`

Û`
, Û`-y Û`= Û`x Û`

Û`
이므로 이를 ㉢에 대입하여 정리하면

     ; ;y +; ;x
2

=0, 즉 =- Û`x
Û`y

   이를 ㉠에 대입하여 정리하면 y=- Û`x
Û`y

x+ Û`x Û`
Û`y

+y 이고, x Û`
Û`
+

y Û`
Û`
=1이므로 

     x x
Û`

+
y y

Û`
=1 

     한편, y =0일 때 x = , x =- 이므로 이 식에 대입하면 접선의 방정식은 각각 

x= , x=- 이고, 그림과 같이 타원 위의 두 점 ( , 0), (- , 0)에서의 접선이 

각각 직선 x= , x=- 이므로 y =0일 때에도 이 식은 성립한다.

O

y

x

xÛ
Û

yÛ
Û

-

-

O

y

x

xÛ
Û

yÛ
Û

-

-

P(x  y )

O

y

x-

-

x=- x=

xÛ
Û

yÛ
Û
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유제 정답과 풀이 13쪽

타원 xÛ`+ yÛ`
4 =1 위의 점 ;2;, 3 에서의 접선의 기울기는?

① - 3
3  ② - 4 3

3  ③ - 3 ④ - 2 3
3  ⑤ - 3

3

5
[23012-0028] 

타원의 접선3예제

그림과 같이 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 위의 제1사분면에 있는 점 P에서의 접선을 이라 

할 때, 직선 이 x축, y축과 만나는 점을 각각 Q, R라 하자.  

POÓ=PQÓ=2, ∠OPR= 3 일 때, Û̀ + Û̀ 의 값을 구하시오.  

 (단, O는 원점이고, 와 는 상수이다.) O Q

P

R

y

x

; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

길잡이 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 위의 점 (x , y )에서의 접선의 방정식은 

x1x
Û`

+
y1y

Û`
=1임을 이용한다.

삼각형 OPQ는 POÓ=PQÓ=2인 이등변삼각형이고, ∠OPR= 3 이므로 ∠POQ=∠PQO= 6
점 P에서 선분 OQ에 내린 수선의 발을 H라 하면

  OHÓ=POÓ` s` 6 =2_
3
2 = 3, PHÓ=POÓ`sin` 6 =2_;2;=1

즉, 점 P의 좌표는 ( 3, 1)이고, OQÓ=2OHÓ=2 3이므로 Q(2 3, 0)이다.

또 직각삼각형 OQR에서

ORÓ=OQÓ̀ n` 6 =2 3_ 1
3

=2이므로 R(0, 2)

한편, 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 위의 점 P( 3, 1)에서의 접선의 방정식은

  
3x
Û`

+ y
Û`
=1  `㉠

직선 ㉠이 점 Q(2 3, 0)을 지나므로 
3_2 3

Û`
=1에서 Û`=6

직선 ㉠이 점 R(0, 2)를 지나므로 2
Û`
=1에서 Û`=2

따라서 타원의 방정식은 xÛ`
6 + yÛ`

2 =1이고, Û`+ Û`=6+2=8

  8

풀이

O H Q

P

R

y

x

; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

그림과 같이 세 점 A(-13, 0), B( , 6), ( , -6)을 꼭짓점으로 

하는 삼각형 AB 가 있다. 원점을 중심으로 하고 두 초점이 x축 위에 

있는 타원이 삼각형 AB 의 세 변에 모두 접할 때, 이 타원의 두 초점 

사이의 거리를 구하시오.

6
[23012-0029] 

OA

B
y

x

02 타원  21
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1
[23012-0030] 

원점을 중심으로 하고 두 초점 F, F'이 x축 위에 있는 타원이 있다. 이 타원의 장축의 길이가 12이고, 점 

A(2, 2 2)가 타원 위의 점일 때, 선분 FF'의 길이는?

① 3 2 ② 3 3 ③ 6 ④ 6 2 ⑤ 6 3

3
[23012-0032] 

두 초점이 F, F'인 타원 xÛ` + yÛ` =1 위의 제1사분면에 있는 점 P에 대하여 PFÓ` `PF' Ó=1` `2일 때,   

sin`(∠FPF')의 값은? (단, 점 F의 y좌표는 양수이다.)

① 3
2  ② 13

4  ③ 14
4  ④ 1

4  ⑤ 1

2
[23012-0031] 

그림과 같이 두 초점이 F( , 0), F'(- , 0) ( >0)인 타원  

xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 ( > >0)에 대하여 점 F를 지나고 x축에 수직인 직선이 타원과  

만나는 점 중 y좌표가 양수인 점을 A라 하자. 직선 F'A의 방정식이  

y=; #;(x+2)일 때, Û`+ Û`의 값은?

① 20 ② 24 ③ 28

④ 32 ⑤ 36

OF F

A
y

x

4
[23012-0033] 

그림과 같이 타원 
(x- )Û`

+
(y-4)Û`

=1의 두 초점을 F, F'이라 하

고, 직선 OF'이 타원과 만나는 점 중 x좌표가 큰 점을 A라 할 때, 삼각

형 OAF의 둘레의 길이는?   

 (단, 점 F의 x좌표는 점 F'의 x좌표보다 크고, O는 원점이다.)

① 6  ②  ③ 8

④  ⑤ 10

;;;;;;;2 ; ;;; ;;;;;;; ; ;;(x- )Û (y-4)Û

O

F F

A
y

x
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정답과 풀이 14쪽

5
[23012-0034] 

중심이 점 (4, 2)이고 직선 y=  위의 서로 다른 두 점 (p, ), ( , )를 초점으로 하는 타원이 x축과 y축에 

동시에 접할 때, p_ _ 의 값은?

① 8 ② 10 ③ 12 ④ 14 ⑤ 16

6
[23012-0035] 

두 타원 ` xÛ` + yÛ` =1, ` xÛ` + yÛ` =1이 만나는 점 중 제1사분면의 점을 P라 하자. 두 타원 ,  위

의 점 P에서의 접선을 각각 , 이라 할 때, 두 직선 , 의 기울기의 합은?

① -;2; ② -4 ③ -;2; ④ -3 ⑤ -;2%;

7
[23012-0036] 

점 A(k, 3)에서 타원 xÛ` + yÛ` =1에 그은 두 접선이 이루는 예각의 크기가 가 되도록 하는 모든 양수 k의 

값의 합을 구하시오.

8
[23012-0037] 

타원 xÛ` + yÛ` =1의 한 초점을 F( , 0) ( >0)이라 하고, 이 타원이 y축과 만나는 점 중에서 y좌표가 양수

인 점을 A라 하자. 직선 AF와 평행한 직선이 이 타원 위의 제1사분면에 있는 점 P에서 접할 때, 삼각형 

PAF의 넓이는?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 
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1
[23012-0038] 

두 초점이 F, F'인 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 ( > >0)이 y축과 만나는 점 중에서 y좌표가 음수인 점을 A라 하고, 

직선 AF가 타원과 만나는 점 중 A가 아닌 점을 B라 하자. ∠F'AB= 2 이고 삼각형 ABF'의 넓이가 24일 

때, Û`+ Û`의 값은? (단, 점 F의 x좌표는 양수이다.)

① 48 ② 4 ③ 60 ④ 66 ⑤ 2

2
[23012-0039] 

그림과 같이 두 초점이 F(0, ), F'(0, - ) ( >0)인 타원 ` xÛ` + yÛ` =1과 두 

초점이 F, A인 타원 ` (x- )Û` + (y- )Û`
k =1 (0 k )에 대하여 직선 F'A

가 타원 과 만나는 점 중 x좌표가 작은 점을 B, 직선 F'A가 타원 와 만나는 점 

중 x좌표가 큰 점을 라 하자. 삼각형 B F의 둘레의 길이가 1 일 때, + +k의 

값은? (단, , , k는 상수이고, 점 A는 제1사분면에 있다.)

① ;; ;; ② ;; ;; ③ ;; ;; ④ ;; ;; ⑤ ;; ;;

O

F A

F
B

y

x

3
[23012-0040] 

그림과 같이 타원 xÛ` +
yÛ`

=1 위를 움직이는 점 P와 직선 4x-3y+k=0 위

를 움직이는 점 Q가 있다. 타원 xÛ` +
yÛ`

=1의 한 초점을 F라 할 때, 

PFÓ-PQÓ의 최댓값이 3이다. 상수 k의 값을 구하시오.    

   (단, 점 F의 x좌표는 양수이고, k>3 21이다.) O F

P

Q

xÛ yÛ

y 4x-3y+k=0

x
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기하.indb   24 23. 1. 4.   오후 1:49



정답과 풀이 16쪽

4
[23012-0041] 

0 k 2인 상수 k에 대하여 직선 y=k가 타원 x Û`+ yÛ` =1과 만나는 두 점을 각각 A, B라 하자. 타원 

xÛ`+ yÛ` =1 위의 두 점 A, B에서의 접선의 기울기의 곱이 -3일 때, kÛ`의 값은?

① ;; ;; ② ;; ª;; ③ 2 ④ ;; ¤;; ⑤ ;; ¥;;

5
[23012-0042] 

두 점 F(3, 0), F'(-3, 0)을 초점으로 하는 타원 xÛ`
Û`
+ yÛ`

Û`
=1 위의 제2사분면에 있는 점 P에서의 접선이 x

축, y축과 만나는 점을 각각 A, B라 하자. 점 A의 x좌표가 - 이고, 점 B를 지나고 직선 AB에 수직인 직선

이 점 F를 지날 때, PFÓ+PF' Ó의 값은? (단, 와 는 상수이다.)

① 6 2 ② 6 3 ③ 12 ④ 6  ⑤ 6 6

6
[23012-0043] 

12보다 큰 자연수 k에 대하여 타원 xÛ`
12 + yÛ`

k =1과 직선 x-y-6 =0이 서로 다른 두 점에서 만나도록 

하는 정수 의 개수가 3일 때, 가능한 모든 k의 개수를 구하시오.
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정답과 풀이 19쪽

2
[23012-0045] 

그림과 같이 두 점 F( , 0), F'(- , 0) ( >0)을 초점으로 하고 장축의 길이가  

8인 타원을 , 원점 O와 y축 위의 점 A를 초점으로 하고 장축의 길이가 8인 타원

을 라 할 때, 타원 는 두 점 F, F'을 지난다. 직선 F'A가 타원 과 만나는 

점 중 제2사분면의 점을 P, 타원 와 만나는 점 중 제1사분면의 점을 Q라 하자. 

삼각형 PF'F의 둘레의 길이와 삼각형 QF'O의 둘레의 길이의 차가 2일 때,   

OQÓ-AQÓ= p 이다. p+ 의 값을 구하시오.   

 (단, 점 A의 y좌표는 양수이고, p와 는 서로소인 자연수이다.)

O F

y

x
F

P
A

Q

1
[23012-0044] 

그림과 같이 두 초점이 F, F'이고 y축에 접하는 타원 (x-3)Û`
Û`

+ yÛ`
Û`
=1 

( > >0)과 초점이 F'인 포물선 yÛ`=4x가 있다. 타원 위의 제1사분면

에 있는 점 P에 대하여 직선 F'P가 포물선 yÛ`=4x와 만나는 점 중 제1사

분면의 점을 Q라 하자. PFÓ=2일 때, 선분 FQ의 길이는? (단, 직선 F'P

의 기울기는 양수이고, 점 F의 x좌표는 점 F'의 x좌표보다 크다.)

① 4 14 ② 4 13 ③ 8 3

④ 4 11 ⑤ 4 10

O
FF

P

Q
y

x

yÛ =4x

;;;;;;;;;;;; ;;; ; ;;;(x-3)Û yÛ
Û Û

3
[23012-0046] 

그림과 같이 점 A(0, 10)에서 세 타원 xÛ`
Û`
+yÛ`=1 (1 3), xÛ` +yÛ`=1, xÛ`

Û`
+yÛ`=1 ( >3)에 그은 

접선 중 기울기가 음수인 직선을 각각 , , 이라 할 때, 세 직선 , , 의 기울기를 각각 , , 이

라 하고, 두 직선 , 이 x축과 만나는 점을 각각 B, 라 하자. 세 수 , , 이 이 순서대로 등비수열을 

이루고, 삼각형 AB 의 넓이가 ;;2;;일 때, Û`+ Û`=; ;이다. p+ 의 값을 구하시오.   

 (단, p와 는 서로소인 자연수이다.)

O

A

B

y

x
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제

출제
경향

타원의 정의를 이용하여 주어진 도형의 둘레의 길이, 넓이 또는 점의 좌표 등을 구하는 문제가 출제된다. 또한 타원의 

접선의 방정식을 구하거나 원, 포물선, 쌍곡선 등과 연관된 문제가 출제된다.

2022학년도 대수능

두 초점이 F, F'인 타원 xÛ` + yÛ` =1 위의 점 중 제1사분면에 있는 점 A가

F
A

B

F
O

y

x

C

xÛ yÛ  

있다. 두 직선 AF, AF'에 동시에 접하고 중심이 y축 위에 있는 원 중 중심

의 y좌표가 음수인 것을 C라 하자. 원 C의 중심을 B라 할 때 사각형  

AFBF'의 넓이가 2이다. 원 C의 반지름의 길이는?  [3점]  

①  ②  ③  

④ 10 ⑤  

출제 의도 타원의 정의를 이용하여 조건을 만족시키는 원의 반지름의 길이를 구할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 AFÓ=p, AF'Ó= 라 하면 타원의 정의에 의하여

  p+ =2_8=16

원 C가 두 직선 AF, AF'과 접하는 두 점을 각각 P, Q, 원 C의 반지름의 길

F
A

B

F Q

P
O

y

x

C

xÛ yÛ

이를 라 하면

  BPÓ=BQÓ=

사각형 AFBF'을 삼각형 ABF와 삼각형 ABF'으로 나누어 생각하면 사각

형 AFBF'의 넓이는 삼각형 ABF와 삼각형 ABF'의 넓이의 합이므로 

  ;2;_p_ +;2;_ _ = 2, ;2;(p+ )= 2

따라서

  = 2_ 2
p+ = 2_; ª ;=

  ②
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쌍곡선03
1. 쌍곡선의 뜻

⑴   평면 위의 서로 다른 두 점 F, F'으로부터의 거리의 차가 일정한 점들의 집합

을 쌍곡선이라 한다.

⑵   두 점 F, F'을 쌍곡선의 초점이라 한다. 두 초점을 잇는 직선이 쌍곡선과 만나

는 점을 각각 A, A'이라 할 때, 두 점 A, A'을 쌍곡선의 꼭짓점, 선분 AA'

을 쌍곡선의 주축이라 하고, 주축의 중점을 쌍곡선의 중심이라 한다.

초점 초점F F
AA

중심

주축

꼭짓점 꼭짓점

2. 쌍곡선의 방정식

⑴ 두 초점 F( , 0), F'(- , 0)으로부터의 거리의 차가 2 인 쌍곡선의 방정식은 

   xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 (단, > >0, Û`= Û`- Û`)

 ① 초점의 좌표  F("Ã Û`+ Û`, 0), F'(-"Ã Û`+ Û`, 0)

 ② 꼭짓점의 좌표  ( , 0), (- , 0)

 ③ 주축의 길이  2

 ④ 중심의 좌표  (0, 0)

⑵ 두 초점 F(0, ), F'(0, - )로부터의 거리의 차가 2 인 쌍곡선의 방정식은 

   xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1 (단, > >0, Û`= Û`- Û`)

 ① 초점의 좌표  F(0, "Ã Û`+ Û`), F (0, -"Ã Û`+ Û` )

 ② 꼭짓점의 좌표  (0, ), (0, - )

 ③ 주축의 길이  2

 ④ 중심의 좌표  (0, 0)

  설명  두 점 F( , 0), F'(- , 0)으로부터의 거리의 차가 2 `( > >0)인 쌍곡선의 방정식을 구해 보자.

  쌍곡선 위의 임의의 점을 P(x, y)라 하면

    PFÓ="Ã(x- )Û`+yÛ`, PF' Ó="Ã(x+ ) Û`+yÛ`

  쌍곡선의 정의에 의하여 PF' Ó-PFÓ =2 이므로 

    "Ã(x+ )Û`+yÛ`-"Ã(x- )Û`+yÛ` =2

    "Ã(x+ )Û`+yÛ`-"Ã(x- )Û`+yÛ`= 2

    "Ã(x+ )Û`+yÛ`="Ã(x- )Û`+yÛ` 2

  이 식의 양변을 제곱하여 정리하면 x- Û`= "Ã(x- )Û`+yÛ`

  다시 양변을 제곱하여 정리하면 ( Û`- Û`)xÛ`- Û`yÛ`= Û`( Û`- Û`)

  > >0이므로 Û`- Û`= Û`이라 하면 Û`xÛ`- Û`yÛ`= Û` Û`

  이 식의 양변을 Û` Û`으로 나누면 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1

O

y

x

-

-
FF

P(x  y)

xÛ
Û

yÛ
Û

O

y

x

-

F

F

P(x  y)

xÛ
Û

yÛ
Û

-

O

y

x

P(x  y)

F (-  0) F(  0)
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두 초점이 F(0, ), F'(0, - ) ( >0)인 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1의 두 꼭짓점 중 y좌표가 큰 점을 A, 

y좌표가 작은 점을 B라 하자. FAÓ=ABÓ=BF'Ó=4일 때, Û`- Û`의 값을 구하시오.   

 (단, 와 는 상수이다.)

1
[23012-0047] 

두 점 F( , 0), F'(- , 0)`( >0)을 초점으로 하는 쌍곡선 xÛ` - yÛ` =1 위의 제1사분면에 있는 점 

P에 대하여 ∠PFF'= 일 때, 삼각형 PF'F의 넓이는?

① 3 3 ② 4 3 ③ 3 ④ 6 3 ⑤ 3

2
[23012-0048] 

쌍곡선의 뜻1예제

그림과 같이 쌍곡선 xÛ`
4 - yÛ`

12 =1의 한 초점을 F라 하고, 꼭짓점 중 x좌표가 음수인 

점을 A라 하자. 이 쌍곡선 위의 제2사분면에 있는 점 P에 대하여 PFÓ-PAÓ=4일 

때, 삼각형 PAF의 둘레의 길이는? (단, 점 F의 x좌표는 양수이다.)

① 16 ② 18 ③ 20

④ 22 ⑤ 24

O

y

xFA

P

;; ;;xÛ yÛ

길잡이 쌍곡선의 다른 한 초점을 F'이라 할 때, 쌍곡선의 정의에 의하여 PF'Ó=PAÓ임을 이용한다.

쌍곡선 xÛ`
4 - yÛ`

12 =1의 초점 F의 x좌표를  ( >0)이라 하면

  Û`=4+12=16, =4

그러므로 F(4, 0)이고 다른 한 초점을 F'이라 하면 F'(-4, 0)

쌍곡선 xÛ`
4 - yÛ`

12 =1의 주축의 길이가 2_2=4이므로 쌍곡선의 정의에 의하여

  PFÓ-PF' Ó=4   ㉠

한편, A(-2, 0)이고 PFÓ-PAÓ=4이므로

  PFÓ-PF'Ó=PFÓ-PAÓ, PF'Ó=PAÓ

즉, 삼각형 PF'A가 PF' Ó=PAÓ인 이등변삼각형이므로 점 P에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면 직선 PH는 선분 

F'A를 수직이등분한다. 그러므로 점 P의 x좌표는 -3이고 점 P의 y좌표를 k`(k>0)이라 하면 점 P(-3, k)가 쌍곡

선 위의 점이므로

  (-3)Û`
4 - kÛ`

12 =1, kÛ`
12 =; %;, kÛ`=1 , k= 1

즉, P(-3, 1 )이므로 PFÓ= 4-(-3) Û`+(0- 1 )Û`=8이고, ㉠에서 PF'Ó=PFÓ-4=4

따라서 삼각형 PAF의 둘레의 길이는

  PAÓ+AFÓ+FPÓ=PF'Ó+AFÓ+PFÓ=4+6+8=18

  ②

풀이

O

y

xF FH A

P

;; ;;xÛ yÛ
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5. 쌍곡선과 직선의 위치 관계

쌍곡선과 직선의 방정식을 각각 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1, y= x+ 이라 할 때, y= x+ 을 xÛ`

Û`
- yÛ`

Û`
=1에 대입하여 정

리하면

  ( Û` Û`- Û`)xÛ`+2 Û` x+ Û`( Û`+ Û`)=0   ㉠

따라서 Û` Û`- Û`+0일 때, x에 대한 이차방정식 ㉠의 판별식을 라 하면 쌍곡선과 

직선의 위치 관계는 다음과 같다.

⑴ >0 HjK 서로 다른 두 점에서 만난다.

⑵ =0 HjK 한 점에서 만난다. (접한다.)

⑶ 0 HjK 만나지 않는다.

O

y

x

y= x+
xÛ
Û

yÛ
Û

>0 0 =0

4. 쌍곡선의 평행이동

쌍곡선 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1을 x축의 방향으로 만큼, y축의 방향으로 만큼 평행이동한 쌍곡선의 방정식은 

  
(x- )Û`

Û`
-

(y- )Û`
Û`

=1

이다. 이때 두 쌍곡선 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1, 

(x- )Û`
Û`

-
(y- )Û`

Û`
=1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표와 점근선의 방정식

은 다음과 같다.

참고  ⑴   쌍곡선 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=-1을 x축의 방향으로 만큼, y축의 방향으로 만큼 평행이동한 쌍곡선   

(x- )Û`
Û`

-
(y- )Û`

Û`
=-1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표와 점근선의 방정식도 평행이동을 이용하여 구할 수 있다.

  ⑵   쌍곡선을 평행이동하여도 그 모양과 크기는 변하지 않으므로 주축의 길이는 변하지 않는다. 즉, 쌍곡선   

(x- )Û`
Û`

-
(y- )Û`

Û`
=1의 주축의 길이는 2 이다.

방정식 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 

(x- )Û`
Û`

-
(y- )Û`

Û`
=1

초점 ("Ã Û`+ Û`, 0), (-"Ã Û`+ Û`, 0) ("Ã Û`+ Û`+ ) (-"Ã Û`+ Û`+ )

꼭짓점 ( , 0), (- , 0) ( + , ), (- + , )

중심 (0, 0) ( , )

점근선 y=; ; x, y=-; ; x y- =; ;(x- ), y- =-; ;(x- )

;;;;;;;;;;;; ;;; ;;;;;;;;;;;; ;;;(x- )Û (y- )Û
Û Û

O

y

x

; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

3. 쌍곡선의 점근선

곡선 위의 점이 한없이 가까워지는 직선을 점근선이라 한다.

⑴ 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1의 점근선의 방정식은 y=; ;x, y=-; ;x

⑵ 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1의 점근선의 방정식은 y=; ;x, y=-; ;x O

y

x-

-

xÛ
Û

yÛ
Û

y= xy=- x
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두 점 F(3, 0), F'(-3, 0)을 초점으로 하는 쌍곡선의 두 점근선의 기울기의 곱이 -; %;일 때, 이 쌍곡

선의 주축의 길이는?

① 2 ② ;2%; ③ 3 ④ ;2; ⑤ 4

3
[23012-0049] 

한 점근선의 방정식이 y=2x인 쌍곡선 
(x- )Û`

4 -
(y- )Û`

16 =1의 두 초점을 F, F'이라 하자.  

선분 FF'을 지름으로 하는 원이 원점을 지날 때, 이 쌍곡선의 다른 한 점근선의 y절편은?  

  (단, >0, >0)

① 6 ②  ③ 8 ④  ⑤ 10

4
[23012-0050] 

쌍곡선의 점근선2예제

두 점 F(0, 4), F'(0, -4)를 초점으로 하는 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1의 두 점근선 중 기울기가 양수인 직선을 , 기

울기가 음수인 직선을 이라 하고, 점 F'을 지나고 x축에 평행한 직선이 두 직선 , 과 만나는 점을 각각 A, B라 

하자. 삼각형 FAB의 넓이가 32일 때, Û`_ Û`의 값은? (단, >0, >0)

① 48 ② 2 ③ 6 ④ 60 ⑤ 64

길잡이 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1`( >0, >0)의 두 점근선의 방정식이 y=; ;x, y=-; ;x임을 이용한다.

F(0, 4), F'(0, -4)에서 FF'Ó=8이고, 삼각형 FAB의 넓이가 32이므로  

O
A B

F

F

y

x

; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

  ;2;_ABÓ_FF'Ó=32, ;2;_ABÓ_8=32, ABÓ=8

두 점 A, B는 y축에 대하여 대칭이므로 AF'Ó=BF'Ó=4이고, 원점 O에 대하여 

AF'Ó=OF' Ó=4이므로 직선 의 기울기는 1이고, 이때 직선 의 기울기는 -1임을 알 

수 있다.

즉, 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1의 두 점근선의 방정식이 y=x, y=-x이므로

  ; ;=1, =    `㉠

한편, 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1의 초점 F의 y좌표가 4이므로

  Û`+ Û`=16   `㉡

㉠을 ㉡에 대입하면 2 Û`=16, Û`=8

따라서 Û`= Û`=8이므로

  Û`_ Û`=8_8=64

  ⑤

풀이
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6. 쌍곡선의 접선

⑴ 기울기가 주어진 쌍곡선의 접선의 방정식

 ① 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식은 

    y= x "Ã Û` Û`- Û` (단, Û` Û`- Û`>0)

 ② 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식은 

    y= x "Ã Û`- Û` Û` (단, Û`- Û` Û`>0)

 설명  쌍곡선 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식을 구해 보자.

   구하는 접선의 방정식을 y= x+ 이라 하고, 쌍곡선의 방정식 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1에 대입하여 정리하면

     ( Û` Û`- Û`)xÛ`+2 Û` x+ Û`( Û`+ Û`)=0  `㉠

   x에 대한 이차방정식 ㉠의 판별식을 라 하면

     =4 Û` Û`(- Û` Û`+ Û`+ Û`)=0

   이때 +0, +0이므로 Û`= Û` Û`- Û`에서 Û` Û`- Û`>0이면 = "Ã Û` Û`- Û`

   따라서 구하는 접선의 방정식은 y= x "Ã Û` Û`- Û`

⑵ 쌍곡선 위의 점에서의 접선의 방정식

 ① 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 점 (x , y )에서의 접선의 방정식은 x x

Û`
- y y

Û`
=1

 ② 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=-1 위의 점 (x , y )에서의 접선의 방정식은 x x

Û`
- y y

Û`
=-1

 설명  쌍곡선 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1 위의 점 P(x , y )에서의 접선의 방정식을 구해 보자.

   y+0일 때 접선의 기울기를 `( +0)이라 하면 직선의 방정식은 

     y-y = (x-x )    ㉠

   또 쌍곡선 xÛ`
Û`
-

yÛ`
Û`
=1에 접하고 기울기가 인 직선의 방정식은 

     y= x "Ã Û` Û`- Û`    ㉡

   ㉡의 2개의 직선 중 하나가 ㉠과 같은 직선이므로 y절편의 제곱이 같다.

   즉, (- x +y )Û`= Û` Û`- Û`에서 (x Û`- Û`) Û`-2x y +(y Û`+ Û`)=0    ㉢

   
x Û`

Û`
-

y Û`
Û`
=1에서 x Û`- Û`=

Û`y Û`
Û`
, y Û`+ Û`=

Û`x Û`
Û`
이므로 이를 ㉢에 대입하여 정리하면

     ; ;y -; ;x
2

=0, 즉 =
Û`x
Û`y

     이를 ㉠에 대입하고 
x Û`

Û`
-

y Û`
Û`
=1임을 이용하여 이 직선의 방정식을 정리하면

     
x x

Û`
-

y y
Û`

=1

     한편, y =0일 때 x = , x =- 이므로 이 식에 대입하면 접선의 방정식은 각각 

x= , x=- 이고, 그림과 같이 쌍곡선 위의 두 점 ( , 0), (- , 0)에서의 접선

이 각각 직선 x= , x=- 이므로 y =0일 때에도 이 식은 성립한다.

xÛ
Û

yÛ
Û

O

y

x-

O

y

x-

x=- x=

xÛ
Û

yÛ
Û
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한 초점이 F( , 0)`( >0)인 쌍곡선 xÛ` - yÛ`
4 =1 위의 점 P( , 4)에서의 접선이 x축과 만나는 점을 

A라 할 때, 삼각형 PAF의 넓이는?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 

5
[23012-0051] 

쌍곡선 xÛ`
4 - yÛ`

k =1 위의 점과 직선 y=2x 사이의 거리의 최솟값이 1일 때, 상수 k의 값은?  

 (단, 0 k 16)

① 11 ② 12 ③ 13 ④ 14 ⑤ 1

6
[23012-0052] 

쌍곡선의 접선3예제

그림과 같이 점 A(1, 0)에서 한 초점이 F(3, 0)인 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1에 그은 두 접선

이 쌍곡선과 만나는 점을 각각 B, 라 하자. 사각형 A FB가 마름모일 때, 두 직선 

AB, A 의 기울기의 곱은? (단, >1, >0이고, 점 B의 y좌표는 양수이다.)

① -8 ② -  ③ -6

④ -  ⑤ -4

길잡이 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 점 (x , y )에서의 접선의 방정식은 x x

Û`
- y y

Û`
=1임을 이용한다.

쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1의 초점 F의 x좌표가 3이므로

  Û`+ Û`=   `㉠

사각형 A FB가 마름모이므로 직선 B 는 선분 AF를 수직이등분한다. 즉, 점 B의 x좌표가 2이므로 점 B의 좌표를 

B(2, k) (k>0)으로 놓으면 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 점 B(2, k)에서의 접선의 방정식은

  2x
Û`
- ky

Û`
=1

이 직선이 점 A(1, 0)을 지나므로 2
Û`
=1에서 Û`=2

Û`=2를 ㉠에 대입하면 Û`=

쌍곡선의 방정식은 xÛ` - yÛ` =1이고 점 B(2, k)가 이 쌍곡선 위의 점이므로

  2Û` - kÛ` =1, kÛ`= , k=

즉, B(2, ), (2, - )이므로 직선 AB의 기울기는 , 직선 A 의 기울기는 - 이다.

따라서 두 직선 AB, A 의 기울기의 곱은

_(- )=-

  ②

풀이

; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

O F

B

A

y

x
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vel

1
[23012-0053] 

주축의 길이가 8인 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1의 두 초점 사이의 거리가 10일 때, Û`- Û`의 값은?   

 (단, 와 는 상수이다.)

① 1 ② 3 ③  ④  ⑤ 

2
[23012-0054] 

두 초점이 F, F'인 쌍곡선 4x Û`- y Û`=-20 위의 제1사분면에 있는 점 P에 대하여 PF' Ó Û`-PFÓÛ`=48일 때, 

PF' Ó_PFÓ의 값은? (단, 점 F의 y좌표는 양수이다.)

① 20 ② 24 ③ 28 ④ 32 ⑤ 36

3
[23012-0055] 

쌍곡선 xÛ`- yÛ`
k =1의 두 초점을 F, F'이라 할 때, 점 F를 지나고 x축에 수직인 직선이 쌍곡선과 만나는 두 점

을 각각 A, B라 하자. 삼각형 AF'B의 둘레의 길이가 28일 때, 양수 k의 값을 구하시오.  

  (단, 점 F의 x좌표는 양수이다.)

4
[23012-0056] 

한 점근선이 직선 y=2x인 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1의 한 초점을 F라 하자. 점 F와 직선 y=2x 사이의 거리가 4

일 때, 이 쌍곡선의 주축의 길이는? (단, 와 는 상수이다.)

① 4 ②  ③ 6 ④  ⑤ 8
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5
[23012-0057] 

한 초점이 원점 O인 쌍곡선 
(x-3)Û`

Û`
- yÛ`

Û`
=1이 y축과 만나는 서로 다른 두 점 사이의 거리가 4 3일 때, 

Û`- Û`의 값은? (단, 와 는 상수이다.)

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 

6
[23012-0058] 

쌍곡선 xÛ`-2x-4yÛ`+16y+ =0의 점근선 중 기울기가 양수인 직선의 y절편은?

① 1 ② ;2#; ③ 2 ④ ;2%; ⑤ 3

7
[23012-0059] 

두 점 F(3, 0), F'(-3, 0)을 초점으로 하는 쌍곡선 위의 점 A(4, 1 )에서의 접선의 x절편은?

① ;2; ② 1 ③ ;2#; ④ 2 ⑤ ;2%;

8
[23012-0060] 

쌍곡선 xÛ` -yÛ`=1의 점근선 중 기울기가 양수인 직선을 이라 하자. 직선 에 수직이고 이 쌍곡선에 접하는 

두 직선 사이의 거리는?

① 2 ② 6 ③ 2 2 ④ 10 ⑤ 2 3
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기2Le
vel

1
[23012-0061] 

그림과 같이 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1`( >0, >0)의 한 초점을 F라 하자. 이 쌍곡선 

위의 제1사분면에 있는 점 P에 대하여 삼각형 POF가 한 변의 길이가 4인 정삼각형

일 때, Û`의 값은? (단, 점 F의 x좌표는 양수이고, O는 원점이다.)

① 4 2 ② 4 3 ③ 8

④ 8 2 ⑤ 8 3 ; ;;; ; ;;;xÛ yÛ
Û Û

O F

P

y

x

3
[23012-0063] 

그림과 같이 두 초점이 F( , 0), F'(- , 0) ( >0)인 쌍곡선 xÛ` - yÛ`
16 =1 

위의 제1사분면에 있는 점 P를 지나고 x축과 평행한 직선이 쌍곡선과 만나

는 점 중 P가 아닌 점을 Q라 하자. s`(∠PFF')=; ;일 때, 사각형  

PQF'F의 둘레의 길이는?

① 132  ② 134  ③ 136

④ 138  ⑤ 28

O FF

PQ

y

x

;; ;;xÛ yÛ

2
[23012-0062] 

그림과 같이 쌍곡선 xÛ` - yÛ`
k =1의 두 초점을 F, F'이라 하고, 이 쌍곡선 

위의 제1사분면과 제2사분면에 있는 점을 각각 P, Q라 하자. 두 점 P, Q가 

다음 조건을 만족시킬 때, 양수 k의 값을 구하시오.   

 (단, 점 F의 x좌표는 양수이다.) 

(가) ∠FPF'=∠FF Q= 2  

(나)   삼각형 PF F의 둘레의 길이와 삼각형 QF F의 둘레의 길이의 차는 2

이다.

O FF

P
Q

y

x

xÛ yÛ
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4
[23012-0064] 

다음 조건을 만족시키는 쌍곡선이 x축과 만나는 서로 다른 두 점 사이의 거리는? 

① 2  ② 6 ③ 2 11 ④ 2 13 ⑤ 2 1

(가) 두 초점은 x축과 평행한 직선 위에 있고, 두 초점 사이의 거리는 4 2이다. 

(나) 서로 수직인 두 점근선이 점 (3, 3)에서 만난다.

5
[23012-0065] 

그림과 같이 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 점 A(2, 2)에서의 접선 이 원  

xÛ`+(y-3)Û`= 와 점 A에서 접할 때, Û`+ Û`의 값은?  

 (단, 와 는 상수이다.)

① 3 ② 6 ③ 

④ 12 ⑤ 1

O

y

x

A  

6
[23012-0066] 

그림과 같이 두 점 F(3, 0), F'(-3, 0)을 초점으로 하는 쌍곡선   

xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 제1사분면에 있는 점 P에서 쌍곡선에 접하는 직선을 이라 하고, 점 

F'을 지나고 직선 과 평행한 직선이 직선 FP와 만나는 점을 Q라 하자. 직선 의 기울

기가 2 2이고, PFÓ` `PQÓ=1` `3일 때, 삼각형 PQF'의 둘레의 길이는 p+ 3이다. 

p+ 의 값을 구하시오. (단, p와 는 유리수이고, 와 는 상수이다.)
O

Q

F F
P

y

x

03 쌍곡선  37
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1
[23012-0067] 

그림과 같이 1보다 큰 양수 p에 대하여 점 F를 초점으로 하는 포물선 

yÛ`=4px와 두 점 F, F'을 초점으로 하는 쌍곡선 xÛ`- yÛ`
pÛ`-1

=1이 있다. 쌍

곡선과 포물선이 만나는 점 중 제1사분면의 점을 P라 할 때, 직선 F'P가 포

물선과 만나는 점 중 P가 아닌 점을 Q라 하자. F'PÓ̀ `PQÓ=2` `1이고, 삼각

형 PFQ의 둘레의 길이가 16일 때, p의 값은?   

 (단, 점 P의 x좌표는 점 F의 x좌표보다 작다.)

① ;2#; ② 2 ③ ;2%; ④ 3 ⑤ ;2;

O

F F

P

Qy

x

xÛ - yÛ
pÛ -1

yÛ =4px

3
[23012-0069] 

양의 실수 에 대하여 그림과 같이 y축 위의 점 P(0, )에서 쌍곡선 xÛ`- yÛ` =1에 그

은 두 접선 중 기울기가 양수인 직선을 , 기울기가 음수인 직선을 라 하고, 두 직선 

, 가 쌍곡선과 만나는 점을 각각 Q, R라 하자. 쌍곡선 xÛ`- yÛ`=1의 두 초점을 F, 

F'이라 할 때, 보기에서 옳은 것만을 있는 대로 고른 것은?   

 (단, 점 F의 x좌표는 양수이다.)

① ㄱ ② ㄱ, ㄴ ③ ㄱ, ㄷ ④ ㄴ, ㄷ ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

ㄱ. =1일 때, 두 직선 , 의 기울기의 곱은 - 이다.

ㄴ.   QR Û` 를 만족시키는 의 최솟값은 4이다.

ㄷ.   삼각형 FF R가 직각삼각형이 되도록 하는 모든 의 값을 , `( )라 할 때, 

Û`+ Û`=6이다.

OF F

P

Q R

y

x

2
[23012-0068] 

그림과 같이 두 점 F( , 0), F'(- , 0)`( >0)을 초점으로 하는 두 쌍곡선  

`xÛ`- yÛ` =1, ` xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1`( >1, >0)이 있다. 쌍곡선  위의 제2사

분면에 있는 점 P에 대하여 선분 PF'이 쌍곡선 와 만나는 점을 Q라 할 때, 두 점 

P, Q가 다음 조건을 만족시킨다. Û`- Û`의 값을 구하시오.

O

F F

P

Q

y

x

(가) FF'Ó, PF Ó, PFÓ가 이 순서대로 공차가 양수인 등차수열을 이룬다. 

(나) 삼각형 PQF의 둘레의 길이와 삼각형 QF F의 둘레의 길이의 차가 10이다.
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제

출제
경향

쌍곡선의 정의, 점근선 등을 이용하여 쌍곡선의 방정식, 도형의 둘레의 길이와 넓이, 각의 크기, 점의 좌표 등을 구하

거나 쌍곡선 위의 점에서의 접선의 방정식 또는 기울기가 주어진 쌍곡선의 접선의 방정식 등을 구하는 문제가 다양한 

도형 및 포물선, 타원과 같은 이차곡선과 연관되어 출제된다.

2022학년도 대수능 6월 모의평가

그림과 같이 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 점 P(4, k)`(k>0)에서의 접선이

O

P
Q

R

y

x

 

x축과 만나는 점을 Q, y축과 만나는 점을 R라 하자. 점 (4, 0)에 대하여 

삼각형 QOR의 넓이를 , 삼각형 PR 의 넓이를 라 하자.  

` ` = ` `4일 때, 이 쌍곡선의 주축의 길이는?   

 (단, O는 원점이고, 와 는 상수이다.)  [3점]

① 2 10 ② 2 11 ③ 4 3 ④ 2 13 ⑤ 2 14

출제 의도 쌍곡선 위의 점에서의 접선의 방정식을 구하여 쌍곡선의 주축의 길이를 구할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 점 P(4, k)는 쌍곡선 xÛ`
Û`
- yÛ`

Û`
=1 위의 점이므로

  16
Û`
- kÛ`

Û`
=1   `㉠

점 P에서 쌍곡선에 그은 접선의 방정식은 4x
Û`
- ky`

Û`
=1이므로 두 점 Q, R의 좌표는 각각

  Q Û` , 0 , R 0, - Û`
k

따라서 삼각형 QOR의 넓이 은 

  =;2;_ Û` _ - Û`
k = Û` Û`

8k

삼각형 PR 의 넓이 는

  =;2;_P Ó_O Ó=;2;_k_4=2k

그러므로 ` ` = ` `4에서 Û` Û`
8k ` `2k= ` `4, 36kÛ`= Û` Û`, kÛ`

Û`
= Û`   `㉡

㉡을 ㉠에 대입하여 정리하면

  16
Û`
- Û` =1, `+36 Û`-16_36=0, ( Û`-12)( Û`+48)=0, Û`=12

=2 3이므로 주어진 쌍곡선의 주축의 길이는 2 =4 3이다.

  ③
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벡터의 연산04

2. 서로 같은 벡터

두 벡터 AB, 의 크기와 방향이 모두 같을 때, 두 벡터는 서로 같다고 하고 기호로

  AB=

와 같이 나타낸다.

특히, AB, 를 한 문자로 각각 , 로 나타내면

  =

이다.

참고  AB= 이면 두 벡터 AB, 는 평행이동에 의하여 겹쳐질 수 있다.

예  그림과 같은 평행사변형 AB 에서

    A =B

  이다.

A

B

A B

1. 벡터의 정의

크기와 방향을 모두 가지는 양을 벡터라 하고, 특히 평면 위의 벡터를 평면벡터라 

한다.

방향이 점 A에서 점 B를 향하고, 크기가 선분 AB의 길이인 벡터를 벡터 AB라 하고, 

기호로

  AB

와 같이 나타낸다. 이때 점 A를 벡터 AB의 시점, 점 B를 벡터 AB의 종점이라 한다. 또 벡터 AB의 크기를 기

호로 

  AB

와 같이 나타낸다.

한편, 벡터를 한 문자로 나타낼 때에는 , , , 와 같이 나타내고 벡터의 크기는 , , , 와 같이 나

타낸다.

참고    속도, 가속도, 물체에 작용하는 힘 등은 크기와 방향을 함께 표시해야 바르게 나타낼 수 있는 양으로 이는 벡터를 이용

하여 나타낼 수 있다.

예    그림과 같이 ABÓ=4, B Ó=3인 직사각형 AB 에서 

  벡터 A 는 시점이 A, 종점이 인 벡터이고 벡터 A 의 크기는 

    A =

  이다.

AB
B (종점)

A (시점)

A B
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한 평면 위의 서로 다른 네 점 A, B, , 에 대하여 AB= A이고 AB = = A =2일 때, 

삼각형 A B의 넓이는?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 2 ⑤ 

1
[23012-0070] 

한 평면에서 한 변의 길이가 2인 정삼각형 AB 의 변 A 의 중점을 이라 할 때, AP=B 을 만족

시키는 점 P에 대하여 BP 의 값은?

① 11 ② 2 3 ③ 13 ④ 14 ⑤ 1

2
[23012-0071] 

두 벡터가 같을 조건1예제

반지름의 길이가 1인 원 위의 서로 다른 네 점 A, B, , 에 대하여

  AB =1, AB=

이다. 벡터 A 의 크기는?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 2 ⑤ 

길잡이 두 벡터가 같으면 두 벡터의 방향이 같고 크기가 같음을 이용한다.

AB= 이므로 두 선분 AB, 는 서로 평행하고 크기가 같다. 

O

A B

이때 네 점 A, B, , 가 한 원 위에 있으므로 이 네 점을 꼭짓점으로 하는 사각형은 직사각형

이다.

원의 중심을 O라 하면 ABÓ=1이고 원의 반지름의 길이가 1이므로 삼각형 OBA는 한 변의 길이

가 1인 정삼각형이다.

따라서 직각삼각형 A B에서 ∠ BA=60 이므로

  A =A Ó= BÓ_sin`60 =2_
3
2 = 3

  ③

풀이
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04   벡터의 연산

4. 벡터의 뺄셈

두 벡터 , 에 대하여 벡터 와 벡터 - 의 합 +(- )를 벡터 에서 벡터 를 뺀 

차라 하고 기호로

  -

와 같이 나타낸다. 즉, - = +(- )이다.

-

3. 벡터의 덧셈

⑴ 벡터의 덧셈

   벡터 의 종점과 벡터 의 시점을 일치시켰을 때, 시점을 벡터 의 시점으로 하고 

종점을 벡터 의 종점으로 하는 벡터를 두 벡터 , 의 합이라 하고 이것을 기호로

   +

 와 같이 나타낸다.

 즉, =AB, =B 일 때,

   AB+B =A

⑵ 영벡터와 벡터 - 의 뜻

 ①   크기가 0이고 방향을 고려하지 않는 것을 영벡터라 하고 기호로 0과 같이 나타낸

다.

 ②   벡터 와 크기가 같고 방향이 반대인 벡터를 기호로 - 와 같이 나타낸다.  

즉, =AB일 때, - =BA이다.

 참고  벡터 AA, BB 등은 영벡터이다.

⑶ 벡터의 덧셈에 대한 성질

 임의의 세 벡터 , , 와 영벡터 0에 대하여

 ① + = +  (교환법칙)

 ② ( + )+ = +( + ) (결합법칙)

 ③ +0=0+ =

 ④ +(- )=(- )+ =0

A B

-

A

B

A

B
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∠B= 0 이고 ABÓ=1인 직각삼각형 AB 의 변 B 의 중점을 이라 하자.` AB- = 일 때, 

선분 A 의 길이는?

① 11 ② 13 ③ 1  ④ 1  ⑤ 1

3
[23012-0072] 

벡터의 덧셈2예제

그림과 같이 한 변의 길이가 6인 정삼각형 AB 의 무게중심을 라 하자. 점 P가 선분 A 

위를 움직일 때, 벡터 BP+ 의 크기의 최댓값을 , 최솟값을 이라 하자. _ 의 

값은?

① 21  ② 22  ③ 23

④ 24  ⑤ 2
B

P

A

그림과 같이 평면에서 중심이 O 이고 반지름의 길이가 1인 원 C 과 중심

이 O 이고 반지름의 길이가 1인 원 C 가 한 점에서 만난다. 두 점 P, Q가 

각각 두 원 C , C  위를 움직일 때, 벡터 O P+O O -O Q의 크기의 

최댓값을 구하시오.

4
[23012-0073] 

O

P Q

C

O

C

길잡이 벡터의 덧셈의 정의를 이용하여 벡터 BP+ 를 구한다.

점 P'을 PP'= 가 되도록 잡으면

  BP+ =BP+PP'=BP'   ㉠

이때 점 Q를 AQ= , 점 R를 R= 가 되도록 잡으면 점 P'은 선분 QR 위에 있다.

한편, 사각형 A Q는 마름모이므로 직선 BQ는 선분 A 를 수직이등분한다.

그러므로 점 P'이 점 Q일 때 ㉠의 크기는 최소이고, 점 P'이 점 R일 때 ㉠의 크기는 최대  

이다.

이때 선분 A 의 중점을 이라 하면

  = BQ =BQÓ

=B Ó+;3;B Ó

=;3;B Ó=;3;_6`sin`60 =4 3

또

  = BR =BRÓ= BQÓ Û`+QRÓ Û`= (4 3)Û`+6Û`=2 21

따라서

  _ =2 21_4 3=24

  ④

풀이

B

P
P

A

P

B

R

P

Q

A
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기하.indb   43 23. 1. 4.   오후 1:49



04   벡터의 연산

5. 벡터의 실수배

⑴ 벡터의 실수배

 실수 k와 벡터 의 곱 k 를 벡터 의 실수배라 하고 다음과 같이 정의한다.

 ①  +0일 때,  
-

-
2 -2

   k>0이면 k 는 와 같은 방향이고 크기는 k 인 벡터

 k 0이면 k 는 와 반대 방향이고 크기는 k 인 벡터

 k=0이면 k =0

 ② =0일 때, k =0

⑵ 벡터의 실수배의 성질

 두 벡터 , 와 두 실수 k, 에 대하여

 ① k( )=(k )  (결합법칙)

 ② (k+ ) =k +  (분배법칙)

 ③ k( + )=k +k  (분배법칙)

⑶ 벡터의 실수배와 단위벡터

 ① 단위벡터의 뜻

  크기가 1인 벡터를 단위벡터라 한다.

 ② 벡터의 실수배와 단위벡터

  영벡터가 아닌 벡터 에 대하여 벡터 와 방향이 같은 단위벡터는 이다.

⑷ 벡터의 실수배와 평행

 ① 벡터의 평행의 뜻 

    영벡터가 아닌 두 벡터 , 가 방향이 같거나 반대일 때, 두 벡터 , 는 평행하다고   

하고 기호로

    ∥

  와 같이 나타낸다.

 ② 벡터의 실수배와 평행

  영벡터가 아닌 두 벡터 , 와 0이 아닌 실수 k에 대하여

    ∥  HjK =k

참고  서로 다른 세 점 A, B, 와 0이 아닌 실수 k에 대하여

  A, B, 가 한 직선 위에 있다. HjK AB=kA

참고  영벡터가 아닌 두 벡터 , 가 평행하지 않을 때, 

    k + = +  HjK k= , =  (단, k, , , 은 실수이다.)
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유제 정답과 풀이 32쪽

한 변의 길이가 4인 정삼각형 AB 에서 AP= 2
2AB+B

AB+;2;B 를 만족시키는 점 P에 

대하여 삼각형 ABP의 넓이는?

① ;2; ② 1 ③ ;2#; ④ 2 ⑤ ;2%;

5
[23012-0074] 

+0, +0이고 서로 평행하지 않은 두 벡터 , 에 대하여

  p= + , = -2 , =2 +k

일 때, 두 벡터 p+ , p-2 가 서로 평행하도록 하는 실수 k의 값은?

① -;2; ② -; ; ③ 0 ④ ; ; ⑤ ;2;

6
[23012-0075] 

벡터의 실수배3예제

삼각형 AB 에서 AB= , A = 라 할 때, 점 가 A = +;2; 를 만족시킨다. 네 점 A, B, , 를 꼭짓점으

로 하는 사각형의 넓이가 12일 때, 삼각형 AB 의 넓이는?

①  ② 6 ③  ④ 8 ⑤ 

길잡이 벡터의 덧셈과 벡터의 실수배를 이용하여 점 를 찾은 후 삼각형의 넓이를 구한다.

A = +;2; 에서 점 는 B =;2; 인 점이다.

한편, A Ó∥B Ó이므로 ∠B A=∠ B   `㉠

또 ;2;A Ó=B Ó `㉡

㉠, ㉡에서

  (삼각형 B 의 넓이)=;2;_(삼각형 AB 의 넓이)

그러므로 사각형 AB 의 넓이는

  (삼각형 AB 의 넓이)+(삼각형 B 의 넓이)  =(삼각형 AB 의 넓이)+;2;_(삼각형 AB 의 넓이)  

=;2#;_(삼각형 AB 의 넓이)

이때 사각형 AB 의 넓이가 12이므로

  ;2#;_(삼각형 AB 의 넓이)=12

따라서 삼각형 AB 의 넓이는 8이다.

  ④

풀이

;2!;
A B
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04   벡터의 연산

6. 위치벡터

⑴ 위치벡터

 평면에서 정해진 점 O를 시점으로 하는 벡터 OA를 점 O에 대한 점 A의 위치벡터라 한다.

 설명    평면에서 벡터의 시점을 한 점 O로 고정시킬 때, 임의의 벡터 에 대하여 =OA인 점 A가 유일하게 정해진다. 

역으로 임의의 점 A에 대하여 OA= 인 벡터 가 오직 하나로 결정된다.

⑵ 위치벡터와 덧셈, 뺄셈

 평면 위의 두 점 A, B의 위치벡터를 각각 =OA, =OB라 하자.

 ① 덧셈

  선분 AB를 대각선으로 하는 평행사변형 OA B에서 

O A

B

B

    + =OA+OB=OA+A =O

 ② 뺄셈

  - =OB'일 때, 선분 AB'을 대각선으로 하는 평행사변형 OB' A에서

    - =OA-OB=OA+OB'=O

⑶ 위치벡터의 활용

 ① 평면 위의 벡터의 위치벡터로의 표현 

O A

B

  평면 위의 두 점 A, B의 위치벡터를 OA= , OB= 라 하면

    AB=OB-OA= -

  설명 OA+AB=OB이므로 AB=OB-OA이다.

 ② 내분점과 외분점

    평면 위의 두 점 A, B의 위치벡터를 각각 OA= , OB= 라 하고, 선분 AB를 ` `  ( >0, >0)으

로 내분하는 점 P의 위치벡터를 OP=p, 선분 AB를 ` `  ( >0, >0, + )으로 외분하는 점 Q의 

위치벡터를 OQ= 라 하면

   p= +
+

   = -
-

 ③ 무게중심

    평면 위의 한 직선 위에 있지 않은 세 점 A, B, 의 위치벡터를 각각 OA= , OB= , O = 라 하고, 

삼각형 AB 의 무게중심 의 위치벡터를 O = 라 하면

    = 3
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삼각형 OAB에서 OA= , OB= 라 하고 O =kOB (0 k 1)을 만족시키는 점을 라 하자. 

OP=;3; +;3; 를 만족시키는 점 P가 선분 A 를 ` ` 으로 내분할 때, +
k 의 값을 구하시오.  

 (단, 과 은 서로소인 자연수이다.)

8
[23012-0077] 

위치벡터의 덧셈4예제

그림과 같이 중심이 O이고 반지름의 길이가 1인 원 위를 움직이는 서로 다른 두 점 P, Q에   

대하여 ∠POQ=60 이다.

  O =OP+OQ

를 만족시키는 점 가 나타내는 도형의 길이는?

① 2  ② 3  ③ 2 2

④ 2 3  ⑤ 3 2

O

Q

P

유제 정답과 풀이 33쪽

그림과 같이 삼각형 OAB의 무게중심을 , 선분 AB를 1` ` 로 내분하는 점을 

라 하자. OA= , OB= 라 할 때, 두 실수 , 에 대하여 = +

이다. + 의 값은?

① ; ; ② ;3; ③ ;2;

④ ;3@; ⑤ ; %;

7
[23012-0076] 

B

O A

길잡이 위치벡터의 덧셈과 평행사변형의 성질을 이용하여 점 가 나타내는 도형의 길이를 구한다.

O =OP+OQ를 만족시키는 점 에 대하여 사각형 OP Q는 평행사변형이다.

이때 OP = OQ 이므로 사각형 OP Q는 마름모이다.

또 ∠POQ=60 이므로 삼각형 OPQ는 정삼각형이다.

두 선분 O , PQ가 만나는 점을 이라 하면

  O =2O Ó=2_OPÓ_sin`60 = 3

따라서 점 가 나타내는 도형은 점 O를 중심으로 하고 반지름의 길이가 3인 원이므로 구하는 도형의 길이는

  2 3

  ④

풀이

O

Q

P
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04   벡터의 연산

7. 평면벡터의 성분

⑴ 평면벡터의 성분

   좌표평면에서 원점 O를 시점으로 하고 점 A( , )를 종점으로 하는 위치벡터 

=OA를

   =( , )

 와 같이 나타낸다.

   이때 두 실수 , 를 벡터 의 성분이라 하고, , 를 각각 벡터 의 x성분, y성

분이라고 한다.

 설명    좌표평면 위의 두 점 (1, 0), (0, 1)의 위치벡터를 각각 O = , O = 라 하면 점 A( , )에 대하여

     OA= +

   와 같이 나타낼 수 있다. 이때 =OA를

     =( , )

   와 같이 나타낸다.

⑵ 평면벡터의 성분과 연산

 두 평면벡터 =( , ), =( , )에 대하여

 ① 크기 ="Ã Û`+ Û`

 ② 두 벡터가 서로 같을 조건  =  HjK = 이고 =

 ③ 덧셈  =( + , + )

 ④ 뺄셈  - ( - , - )

 ⑤ 실수배  k =(k , k ) (단, k는 실수이다.)

 설명  좌표평면에서 원점을 O, 두 점을 A( , ), B( , )라 하자.

   ①   벡터 의 크기는 선분 OA의 길이이므로  

  =OAÓ="Ã Û`+ Û`

   ②   = 이면 종점이 같으므로 = , = 이다.  

역도 성립한다.

   ③ +   =( + )+( + )  

=( + ) +( + )   

=( + , + )

   ④ -   =( + )-( + )  

=( - ) +( - )   

=( - , - )

   ⑤ k =k( + )=k +k =(k , k )

ª

ª

Á
- Á

ª

Á
O

A

B
ª ª

Á Á
Á Á

ª ª

y

x

A Á  ª

Á

ª

x

y

O
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평면벡터의 성분5예제

좌표평면 위의 세 점 A, B, 가 다음 조건을 만족시킨다.

(가) BA=(1, 2), B =(-2, 3)

(나) 삼각형 AB 의 무게중심을 라 할 때, (2, 1)이다.

벡터 OA의 모든 성분의 합은? (단, O는 원점이다.)

① 2 ② ;3; ③  ④ 4 ⑤ 

길잡이 벡터의 연산을 이용하여 OA, OB, O 를 구한 후 무게중심의 좌표를 이용한다.

조건 (가)에서 BA=(1, 2)이므로

  OA-OB=(1, 2), OB=OA-(1, 2)    ㉠

조건 (가)에서 B =(-2, 3)이므로

  O -OB=(-2, 3), O =OB+(-2, 3)    ㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

  O = OA-(1, 2) +(-2, 3)=OA+(-3, 1)    ㉢

조건 (나)에서 O =(2, 1)이므로 ㉠과 ㉢을 이용하면

  O = OA OB O
3

  = 3  
[OA OA  OA  ]

  =OA+;3;(-4, -1)

  =OA+ -;3;, -;3;

  =(2, 1)

따라서 OA=(2, 1)- -;3;, -;3; = ;;3;;, ;3; 이므로 벡터 OA의 모든 성분의 합은 ;;3;;이다.

  ⑤

풀이

유제 정답과 풀이 33쪽

두 벡터 =(x, x-y), =(y+1, 2y+ )에 대하여 = 일 때, 두 실수 x, y의 곱 xy의 값은?

① -2 ② -1 ③ 0 ④ 1 ⑤ 2

9
[23012-0078] 

벡터 =(3, -4)에 대하여 벡터 와 방향이 반대이고 크기가 1인 벡터의 모든 성분의 합은?

① -; @; ② -; ; ③ 0 ④ ; ; ⑤ ; @;

10
[23012-0079] 
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기1Le
vel

1
[23012-0080] 

+0, +0이고 서로 평행하지 않은 두 벡터 , 에 대하여 두 벡터 x, y가

  x+y= + , x-y=3 +

를 만족시킨다. 두 실수 , 에 대하여 x+3y= + 일 때, + 의 값은?

①  ② 6 ③  ④ 8 ⑤ 

2
[23012-0081] 

영벡터가 아닌 두 벡터 , 가 서로 평행하고 방향은 반대이다. =2, 2( + )- = 일 때, 벡터 +

의 크기는?

①  ② 6 ③  ④ 8 ⑤ 

4
[23012-0083] 

삼각형 OAB에서

  (3k-2)PO=kPA+2kPB

를 만족시키는 점 P가 삼각형 OAB의 경계 또는 내부에 있도록 하는 모든 실수 k의 값의 범위가 k 이다.

+ 의 값은?

① ; ; ② ;3; ③ ;2; ④ ;3@; ⑤ ; %;

3
[23012-0082] 

그림과 같이 OAÓ=3인 예각삼각형 AOB에서

  OP= OA OB
2

를 만족시키는 점 P와 직선 OB 사이의 거리가 1이다. ∠AOB= 일 때, sin` 의  

값은?

① ; ; ② ;3; ③ ;2; ④ ;3@; ⑤ ; %;

O B

A
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5
[23012-0084] 

두 벡터 =(1, 2), =(3, -1)에 대하여 벡터 +2 의 모든 성분의 합은?

① 1 ② 3 ③  ④  ⑤ 

6
[23012-0085] 

두 벡터 =(-1, 2), =(3, 1)에 대하여 -( -2 )의 모든 성분의 합은?

① -2 ② -1 ③ 0 ④ 1 ⑤ 2

7
[23012-0086] 

좌표평면 위의 세 점 A(1, 2), B(2, 3), (-3, 2)에 대하여 점 P( , )가 AP=B +P 를 만족시킬 때, 

+ 의 값은?

① -2 ② -1 ③ 0 ④ 1 ⑤ 2

8
[23012-0087] 

좌표평면 위의 세 점 A(2, 1), B( , x), (x+1, )에 대하여 두 벡터 OA, B 가 평행할 때, x의 값은? 

 (단, O는 원점이다.)

① 2 ② 4 ③ 6 ④ 8 ⑤ 10

9
[23012-0088] 

좌표평면에서 원 (x+1)Û`+yÛ`=1 위를 움직이는 점 P와 두 점 A(1, 2), B(3, 6)에 대하여 벡터 PA+PB

의 크기의 최댓값은?

① 8 ②  ③ 10  ④ 11 ⑤ 12
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1
[23012-0089] 

중심이 O이고 반지름의 길이가 1인 원 위의 서로 다른 세 점 P, Q, R가 OP=QR를 만족시킬 때, 세 점 P, Q, 

R를 꼭짓점으로 하는 삼각형의 넓이는?

① 
3
4  ② 

3 3
8  ③ 

3
2  ④ 

3
8  ⑤ 

3 3
4

2
[23012-0090] 

그림과 같이 ABÓ=3, A Ó=2인 삼각형 AB 의 변 B  위를 움직이는 점 P에 대 

하여

  AQ=3_ AP
AP

를 만족시키는 점 Q가 나타내는 도형의 길이가 일 때, 삼각형 AB 의 넓이는?

① 
3
2  ② 2 ③ 3

④ 
3 2
2  ⑤ 

3 3
2

P

A B

3
[23012-0091] 

그림과 같이 OAÓ=OBÓ이고 ABÓ=2인 이등변삼각형 OAB에서 두 변 OA, OB의 중

점을 각각 , 이라 하자. 선분  위를 움직이는 점 P에 대하여 벡터  

OA+OB+ P의 크기의 최댓값은 1 이다. 삼각형 OAB의 넓이는?

① ;2#; ② 2 ③ ;2%;

④ 3 ⑤ ;2;

O

P

A

B
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4
[23012-0092] 

그림과 같이 A Ó=4, B Ó=3인 삼각형 AB 가 있다. 점 P가 점 A를 중심으

로 하고 반지름의 길이가 1인 원 위를 움직일 때, 변 B  위의 어떤 한 점 

에 대하여

  AQ=AP+A

를 만족시키는 점 Q가 나타내는 도형이 직선 A 와 만나는 점은 뿐이다.  

삼각형 AB 의 넓이는?

① ;2%; ② 3 ③ ;2; ④ 4 ⑤ ;2;

A B

P

6
[23012-0094] 

그림과 같이 삼각형 OAB에서 선분 AB를 1` `2로 내분하는 점을 , 선분 OB의 

중점을 라 하고 두 선분 A , O 가 만나는 점을 라 하자. OA= , OB= 라 

할 때, 

  O = +

가 성립하도록 하는 두 실수 , 에 대하여 + 의 값은?

① ; #; ② ;2; ③ ; %; ④ ; #; ⑤ ; ;

O A

B

5
[23012-0093] 

그림과 같이 ABÓ=3, B Ó=6인 삼각형 AB 에서 AB= , A = 라 하자. 실수 에 

대하여

  AP= ( + )

를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형과 중심이 B이고 반지름의 길이가 인 원이 한 점

에서만 만날 때, 삼각형 AB 의 넓이를 라 하자. Û`의 값을 구하시오.
A B
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 3Le
vel

정답과 풀이 36쪽

1
[23012-0095] 

그림과 같이 한 변의 길이가 2인 정삼각형 AB 의 두 변 B , A 위를 각각 움직

이는 두 점 P, Q가 있다. 선분 A의 중점을 , 선분 A를 지름으로 하는 반원의 

호 위를 움직이는 점을 R라 하자. 네 점 P, Q, , R가 PQ= R를 만족시킬 때, 

P 의 최댓값은? (단, 호 A 가 두 선분 AB, B 와 만나는 점은 A와 뿐이다.)

① 
3
6  ② 

3
3  ③ 

3
2

④ 
2 3
3  ⑤ 

3
6

B P

A

Q

R

2
[23012-0096] 

그림과 같이 한 변의 길이가 4인 정삼각형 OAB에서 점 A를 중심으로 하고 반지름

의 길이가 1인 원을 C , 점 B를 중심으로 하고 반지름의 길이가 2인 원을 C 라 하자. 

두 점 P, Q가 각각 두 원 C , C  위를 움직일 때, 

  O =OP+OQ

를 만족시키는 점 가 나타내는 영역의 넓이는 이고 O 의 최댓값은 + 3이

다. + + 의 값을 구하시오. (단, 는 실수이고, 와 는 자연수이다.)
O

P

Q

A

B C

C

3
[23012-0097] 

그림과 같이 ∠OBA= 0 인 삼각형 AOB에서 변 OB의 중점을 이라 할 때,  

A Ó=6, ∠O A=120 이다. 점 P가 중심이 A이고 반지름의 길이가 1인 원 위를 

움직이고 점 Q가 선분 B 위를 움직일 때, 

  O = OP OQ

를 만족시키는 점 가 나타내는 영역의 넓이는 + 이다. 의 값을 구하시오. 

  (단, 와 는 유리수이고, +0이다.)

O Q B

P A

54  EBS 수능특강 수학영역 l 기하
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제

출제
경향 벡터의 연산을 정의, 위치벡터, 성분으로 할 수 있는지를 묻는 문제가 출제된다.

2019학년도 대수능

좌표평면에서 넓이가 인 삼각형 AB 의 세 변 AB, B , A 위를 움직이는 점을 각각 P, Q, R라 할 때, 

  A =; ;(AP+AR)+;2;AQ

를 만족시키는 점 가 나타내는 영역의 넓이가 ; ;이다. p+ 의 값을 구하시오.    

 (단, p와 는 서로소인 자연수이다.)  [4점]  

출제 의도 벡터의 덧셈의 정의와 위치벡터를 이용하여 벡터의 덧셈을 할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 선분 AB의 4등분점을 점 A에서 가까운 점부터 차례로 , , , 선분 B 의 4등분점을 점 B에서 가까운 점부

터 차례로 , , , 선분 A의 4등분점을 점 에서 가까운 점부터 차례로 , , 이라 하자. 이 개의 

점에 삼각형 AB 의 각 변에 평행하도록 선분을 긋는다.

  A =; ;(AP+AR)+;2;AQ  ㉠

에서

  ; ;(AP+AR)=AP  ㉡

이라 하면 점 P 이 나타내는 영역은 [그림 1]에서 어두운 부분이다.

또 ㉠에서

  ;2;AQ=AQ  ㉢

이라 하면 점 Q 은 선분  위의 점이다.

㉠을 ㉡과 ㉢으로 나타내면 A =AP +AQ

이때 [그림 2]와 같이 AP =Q P 가 되도록 점 P 를 잡으면

  A =Q P +AQ =AP

이므로 점 가 나타내는 영역은 [그림 3]에서 어두운 부분이다.

따라서 합동인 작은 16개의 삼각형의 넓이는 각각 ; ;로 같으므로 구하는 넓이는

; ;_10=;; ;;이다. 즉, p=8, =4 이므로

  p+ =8+4 = 3

  3

B

A

[그림 1]

B

P
Q

P

A

[그림 2]

B

A

P
Q

P

[그림 3]
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벡터의 내적, 직선과 원의 방정식05
1. 벡터의 내적

⑴ 두 벡터가 이루는 각의 크기

   영벡터가 아닌 두 평면벡터 , 에 대하여 임의의 한 점 O를 시점으로 하여 =OA, 

=OB가 되도록 두 점 A, B를 정할 때, 

   ∠AOB= `(0 180 )

 를 두 벡터 , 가 이루는 각의 크기라 한다.

⑵ 벡터의 내적

 영벡터가 아닌 두 벡터 , 가 이루는 각의 크기가 일 때, 

   
` s`  (0 0 )

- ` s`(180 - ) ( 0 180 )

 를 두 벡터 와 의 내적이라 하고, 이것을 기호로 • 와 같이 나타낸다.

   참고  ①   <수학 >에서 공부한 삼각함수를 이용하면 위의 내적을 다음과 같이 간단히 나

타낼 수 있다.

      • = s`

    이때 와 의 내적은 와 s`  또는 s` 와 의 곱이다.

   ② =0 또는 =0일 때에는 • =0으로 정한다.

⑶ 벡터의 성분과 내적

   두 평면벡터 =( , ), =( , )에 대하여  

  • = +

 설명    좌표평면에서 영벡터가 아닌 두 평면벡터 =( , ), =( , )가 이루는 각의

A Á  ª

B Á  ª

x

y

O

H

 

크기를 `(0 0 )라 하고 A( , ), B( , )라 하자.

   점 B에서 직선 OA에 내린 수선의 발을 H라 하면 직각삼각형 BHA에서

     ABÓ Û`=(OBÓ`sin` )Û`+ OAÓ-OBÓ` s` Û`

   이를 정리하면 ABÓ Û`=OAÓ Û`+OBÓ Û`-2_OAÓ_OBÓ` s`

   그러므로 ( - )Û`+( - )Û`=( Û`+ Û`)+( Û`+ Û`)-2( • )

   이를 정리하면 • = +

   이 식은 =0 , 0 180 일 때에도 성립하고 =0 또는 =0일 때에도 성립한다.

 참고    <수학 >에서 공부한 삼각함수를 이용하면 • = + 는 다음과 같이 설명할 수 있다. 

     좌표평면에서 세 점 O(0, 0), A( , ), B( , )에 대하여 ∠AOB= 라 하면 삼각형 AOB에서 코사인법칙

에 의하여

       ABÓ Û`=OAÓ Û`+OBÓ Û`-2_OAÓ_OBÓ s`

     ( - )Û`+( - )Û`=( Û`+ Û`)+( Û`+ Û`)-2_OAÓ_OBÓ` s`

   그러므로 OAÓ_OBÓ` s` = +

   즉, • = +

s

s
O

B

A

O

B

A

56  EBS 수능특강 수학영역 l 기하
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길잡이 두 벡터가 이루는 각의 크기를 나타낸 후 내적을 구한다.

선분 AB가 지름이므로

  ∠A B= 0

A = 가 되도록 점 를 잡으면 두 벡터 A , B가 이루는 각의 크기는  

A B

∠ B이므로 

  A • B= A B s`(∠ B)  

= B s`(∠ B)

이때 BÓ` s`(∠ B)= Ó이므로

  A • B= Ó_ Ó  

=4_2=8

  ④

풀이

유제 정답과 풀이 38쪽

그림과 같이 길이가 4인 선분 AB를 지름으로 하는 원 위의 점 또는 원의 내

부의 점을 P라 할 때, AP•AB=4를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형의 

길이는?

① 3 ② 2 ③ 2 2

④ 2 3 ⑤ 4

1
[23012-0098] 

좌표평면 위의 두 점 A(1, 2), B(3, -1)에 대하여 OA•AB의 값은? (단, O는 원점이다.)

① -4 ② -2 ③ 0 ④ 2 ⑤ 4

2
[23012-0099] 

평면벡터의 내적1예제

그림과 같이 지름이 선분 AB인 원 위의 점 에 대하여 A Ó=4이다. 선분 A 의 중점을 

이라 할 때, A • B의 값은?

① -16 ② -8 ③ 0

④ 8 ⑤ 16

A B

A B

P
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05   벡터의 내적, 직선과 원의 방정식

3. 두 평면벡터가 이루는 각의 크기

⑴ 두 벡터가 이루는 각의 크기

 평면 위의 영벡터가 아닌 두 벡터 , 가 이루는 각의 크기가 `(0 180 )일 때

   s` = •

⑵   벡터의 성분과 두 벡터가 이루는 각의 크기

 좌표평면 위의 영벡터가 아닌 두 벡터 =( , ), =( , )가 이루는 각의 크기가 `(0 180 )일 때

   s` =
+

"Ã Û`+ Û`"Ã Û`+ Û`

4. 두 평면벡터의 평행, 수직

⑴ 두 평면벡터의 평행, 수직

 평면 위의 영벡터가 아닌 두 벡터 , 에 대하여

 ① ⊥  HjK • =0    ② ∥  HjK • =

⑵ 벡터의 성분과 두 벡터의 평행, 수직

 좌표평면에서 영벡터가 아닌 두 벡터 =( , ), =( , )에 대하여

 ① ⊥  HjK • = + =0  ② ∥  HjK • = "Ã Û`+ Û`"Ã Û`+ Û`

참고  두 벡터가 이루는 각의 크기가 0 일 때, 두 벡터 , 는 서로 수직이라 하고 기호로 ⊥ 와 같이 나타낸다.

2. 벡터의 내적의 성질

⑴ 벡터의 내적의 성질

 세 평면벡터 , , 와 실수 k에 대하여

 ① • = •  (교환법칙)

 ② •( + )= • + •  (분배법칙)

 ③ (k )• = •(k )=k( • )

⑵ 벡터의 크기와 내적

 ① • = Û`

 ② + Û`= Û`+2 • + Û`

 ③ - Û`= Û`-2 • + Û`

 ④ ( + )•( - )= Û`- Û`

 설명  ① 두 벡터 와 가 이루는 각의 크기는 0 이므로 • = s`0 = Û`

   ② + Û`  =( + )•( + )= • + • + • + • = Û`+2 • + Û`

   ③ - Û`  =( - )•( - )= • - • - • + • = Û`-2 • + Û`

   ④ ( + )•( - )= • • + • - • = Û`- Û`
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길잡이 주어진 벡터를 점 O를 시점으로 하는 위치벡터로 나타낸 후 벡터의 내적의 성질을 이용한다.

OA= , OB= , O = 라 하면 OA•B =4에서

  OA•(O -OB)=4

  •( - )=4

  • - • =4   ㉠

또 O •AO=-1에서

  OB O
2 •(-OA)=-1

  ( + )• =2

  •( + )=2

  • + • =2   ㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

  • =-1, • =3

따라서

  OA•(OB+2O )  = •( +2 )  

= • +2 •   

=-1+2_3=

  ⑤

풀이

유제 정답과 풀이 39쪽

두 벡터 , 가 =2, =3, + =4일 때, 벡터 +2 의 크기는?

① 42 ② 43 ③ 2 11 ④ 3  ⑤ 46

3
[23012-0100] 

두 벡터 =(1, 2), =(3, 1)에 대하여 두 벡터 + , - 가 이루는 각의 크기를 라 할 때, s`

의 값은?

① -
2

 ② -  ③ 0 ④  ⑤ 
2

4
[23012-0101] 

내적의 성질2예제

평면 위의 네 점 O, A, B, 와 선분 B 의 중점 이

  OA•B =4, O •AO=-1

을 만족시킨다. OA•(OB+2O )의 값은?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 
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기하.indb   59 23. 1. 4.   오후 1:49



05   벡터의 내적, 직선과 원의 방정식

5. 직선의 방정식

⑴ 방향벡터가 주어진 직선의 방정식

 점 A를 지나고 방향벡터가 인 직선  위의 점을 P라 하면 직선 의 방정식은 다음과 같다.

 ① 두 점 A, P의 위치벡터를 각각 , p라 하면 
P

A

O

y

x

y

x

 p= +  ( 는 실수)

 ② 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x , y ), (x, y)라 하고 =( , )라 하면

 
x-x

=
y-y

 (단, +0)

 참고  두 점 A(x , y ), B(x , y )를 지나는 직선의 방정식은

   
x-x
x -x =

y-y
y -y  (단, x+x , y+y )

 예  직선 x2 = y-1
3 의 방향벡터 중 하나는 =(2, 3)이다.

⑵ 법선벡터가 주어진 직선의 방정식

 점 A를 지나고 법선벡터가 인 직선  위의 점을 P라 하면 직선 의 방정식은 다음과 같다.

 ①   두 점 A, P의 위치벡터를 각각 , p라 하면 

   (p- )• =0 
P

A

O

y

x

y

x

 ② 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x , y ), (x, y)라 하고, =( , )라 하면

 (x-x )+ (y-y )=0

 예  직선 2x+3y=4의 법선벡터 중 하나는 =(2, 3)이다.

⑶ 두 직선이 이루는 각의 크기

 두 직선 , 의 방향벡터를 각각 =( , ), =( , )라 할 때

 ① 두 직선 , 가 이루는 각의 크기를 (0 0 )라 하면

 s` = • =
+

"Ã Û`+ Û`"Ã Û`+ Û`

 ② 두 직선 , 가 서로 평행하면 0이 아닌 어떤 실수 k에 대하여

 =k , 즉 ( , )=k( , )

 참고  =k 이면 두 직선 , 는 서로 평행하다.

 ③ 두 직선 , 가 서로 수직이면

 • =0, 즉 + =0

 참고  • =0이면 두 직선 , 는 서로 수직이다.
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유제 정답과 풀이 39쪽

좌표평면에서 방향벡터가 =(1, 2)인 직선과 직선 3x+4y=8이 이루는 예각의 크기를  라 할 때, 

s` 의 값은?

① 
2
2  ② 

4
2  ③ 

6
2  ④ 

8
2  ⑤ 

2

5
[23012-0102] 

좌표평면에서 법선벡터가 =(2, 3)인 직선과 직선 y=kx+ 가 서로 수직일 때, 상수 k의 값은?

① ;2; ② 1 ③ ;2#; ④ 2 ⑤ ;2%;

6
[23012-0103] 

길잡이 방향벡터는 직선에 평행한 벡터이고 법선벡터는 직선에 수직인 벡터임을 이용한다.

직선 의 방향벡터가 =( , )이고 직선 의 법선벡터가 =( , )이므로 

A B

P

O

y

x

  =

즉, 두 직선 , 는 수직이다.

직선 이 x축과 만나는 점이 A, 직선 가 x축과 만나는 점이 B, 두 직선 , 가  

만나는 점이 P이므로 삼각형 PAB는 ∠APB= 2 인 직각삼각형이다.

따라서 PAÓ=3, PBÓ=4이므로

  ABÓ= PAÓ Û`+PBÓ Û`

="Ã3Û`+4Û`

=

  ④

풀이

직선의 방정식3예제

좌표평면에서 방향벡터가 =( , )인 직선 이 x축과 한 점 A에서 만나고, 법선벡터가 =( , )인 직선 가 

x축과 한 점 B에서 만난다. 두 직선 , 가 만나는 점을 P라 할 때, PAÓ=3, PBÓ=4이다. 선분 AB의 길이는? 

  (단, +0)

① 2 ② 3 ③ 4 ④  ⑤ 6
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05   벡터의 내적, 직선과 원의 방정식

6. 원의 방정식

평면 위의 점 A를 중심으로 하고 반지름의 길이가 인 원 C 위의 한 점을 P라 하면 원 C의 방정식은 다음과 

같다.

⑴ 두 점 A, P의 점 O에 대한 위치벡터를 각각 =OA, p=OP라 하면

   p- = , 즉 (p- )•(p- )= Û`

⑵ 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x , y ), (x, y)라 하면 

   (x-x , y-y )•(x-x , y-y )= Û`

설명  점 A를 중심으로 하고 반지름의 길이가 인 원 위의 한 점을 P라 하면 

P
A

O C

p

    AP =   ㉠

  이때 두 점 A, P의 위치벡터를 각각 , p라 하면

    AP=p-

이므로 ㉠은

    p- =

  이때 양변을 제곱하면 

    p- Û`= Û`

    (p- )•(p- )= Û`   ㉡

  또 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x , y ), (x, y)라 하면 

    p- =(x-x , y-y )

  이므로 ㉡은 

    (x-x , y-y )•(x-x , y-y )= Û`

  즉, (x-x )Û`+(y-y )Û`= Û` 

P(x  y)A(x  y )

O

y

x

p

C

예    점 A(1, 2)와 점 P의 위치벡터를 각각 , p라 하자. 

  ⑴ p- =1을 만족시키는 점 P가 나타내는 도형은 중심이 A(1, 2)이고 반지름의 길이가 1인 원이다. 

  ⑵ (p- )•(p- )=4를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형은 중심이 A(1, 2)이고 반지름의 길이가 2인 원이다.

참고  두 점 A, B에 대하여 선분 AB를 지름으로 하는 원 C 위의 한 점을 P라 하면 원 C의 방정식은 다음과 같다.

  ⑴   세 점 A, B, P의 위치벡터를 각각 , , p라 하면 AP•BP=0이므로   

  (p- )•(p- )=0

  ⑵   세 점 A, B, P의 좌표를 각각 (x , y ), (x , y ), (x, y)라 하면   

  (x-x , y-y )•(x-x , y-y )=0

P

A B

C
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좌표평면에서 벡터 =(1, 2)와 양의 상수 k에 대하여 벡터 p=OP가

  p- =k

를 만족시킨다. 점 P가 나타내는 도형과 방향벡터가 =(4, 3)인 직선이 점 A(-2, )에서만 만날 때, 

k+ 의 값은? (단, O는 원점이다.)

① 11 ② 12 ③ 13 ④ 14 ⑤ 1

7
[23012-0104] 

좌표평면 위의 세 점 A(1, 2), B(3, k), P에 대하여 OA= , OB= , OP=p라 하자. 

  p•p-( + )•p+ • =0

을 만족시키는 점 P가 나타내는 도형이 x축과 한 점에서 만날 때, k의 값은? (단, O는 원점이다.)

① ;3; ② ;2; ③ 1 ④ 2 ⑤ 3

8
[23012-0105] 

길잡이 점 P가 나타내는 도형을 구한 후 벡터 AB를 이용하여 중심의 좌표를 구한다.

p- Û`= • 에서

  p- Û`= Û`, p- =

이므로 점 P는 중심이 A이고 반지름이 선분 OA인 원 위의 점이다.

한편, 점 B는 이 원과 x축이 만나는 점 중 원점이 아닌 점이므로 

O

y

x

A

B
H

P  AOÓ=ABÓ

이때 AB=(2, -3)이므로 점 를 O =AB가 되도록 잡으면 (2, -3)이다.

두 점 A와 는 x축에 대하여 대칭이므로 A(2, 3)

또 점 A에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면 H(2, 0)이고 H는 선분 OB의 중점이므로 

  B(4, 0)

따라서 + + =2+3+4=

  ⑤

참고    p- Û`= • 에서 p•p-2 •p=0, p•(p-2 )=0이므로 (2 , 2 )라 하면 점 P가 나타내는 도형은 

두 점 O, 를 지름의 양 끝으로 하는 원이다.

풀이

원의 방정식4예제

, 가 상수일 때, 좌표평면 위의 두 점 A( , ), P에 대하여 OA= , OP=p라 하자. 등식

  p- Û`= •

를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형과 x축이 만나는 점 중 원점이 아닌 점을 B( , 0)이라 할 때, AB=(2, -3)

이다. + + 의 값은? (단, O는 원점이다.)

①  ② 6 ③  ④ 8 ⑤ 
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vel

1
[23012-0106] 

두 벡터 =(1, x), =(x+3, 2)에 대하여 • =6일 때, x의 값은?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 

2
[23012-0107] 

두 벡터 =(1, 2), =(3, -1)에 대하여 •( + 2 )- 1
2-1

( • )의 값은?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 

3
[23012-0108] 

두 벡터 , 가  •(4 +3 )= 2 Û`+6을 만족시킬 때, • 의 값은?

① -2 ② -1 ③ 0 ④ 1 ⑤ 2

4
[23012-0109] 

평면 위의 세 점 O, A, B와 선분 AB의 중점 이 O =1, AB =3을 만족시킬 때,   

OA•OB의 값은?

① -; %; ② -1 ③ -; #; ④ -;2; ⑤ -; ;
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5
[23012-0110] 

두 벡터 =(1, 2), =(3, x)에 대하여 두 벡터 , + 가 서로 수직이 되도록 하는 x의 값은?

① -4 ② -2 ③ 0 ④ 2 ⑤ 4

6
[23012-0111] 

좌표평면에서 방향벡터가 =(1, 3)인 직선과 두 점 A(1, 3), B(-1, 3 3)을 지나는 직선이 이루는 예각

의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① ; ; ② ; ; ③ ; #; ④ ;2; ⑤ ; %;

7
[23012-0112] 

좌표평면에서 원점을 지나고 방향벡터가 =(3, 1)인 직선 위를 움직이는 점을 P, x절편이 양수인 직선  위

를 움직이는 점을 Q라 할 때, 두 점 P, Q 사이의 거리의 최솟값은 10이다. 직선 의 x절편은?

① 8 ②  ③ 10 ④ 11 ⑤ 12

8
[23012-0113] 

좌표평면 위의 두 점 A(4, 2 ), P에 대하여 OA= , OP=p라 하자. 

  2p- =2

를 만족시키는 점 P에 대하여 OP 의 최댓값은? (단, O는 원점이다.)

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 
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vel

2
[23012-0115] 

좌표평면 위에 두 점 A(1, 2), B(3, 1)이 있다. 네 점 O, A, B, 를 꼭짓점으로 하는 사각형이 선분 O 를 

대각선으로 하는 평행사변형일 때, 두 벡터 OA, O 가 이루는 각의 크기를 라 하자. s` 의 값은?  

 (단, O는 원점이다.)

①  ② 
4
1  ③ 3  ④ 

2
 ⑤ 1

1
[23012-0114] 

그림과 같이 지름 AB의 길이가 2인 반원의 호 위를 움직이는 두 점 P, Q와 선분 AB의 

중점 O에 대하여 AO•PQ=;2;일 때, PQ 의 최댓값은?

① ;2; ② ;3@;  ③ 1

④ ;2#; ⑤ 2

A BO

3
[23012-0116] 

그림과 같이 OAÓ=6, ∠OAB=30 인 예각삼각형 OAB의 변 AB 위의 점을 P라 

하자. OA•PB=OB•PA일 때, 벡터 OP의 크기는?

① 1 ② 2 ③ 3

④ 4 ⑤ 

A

B

O

P
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4
[23012-0117] 

법선벡터가 =(3, 4)인 직선  위를 움직이는 두 점 P, Q에 대하여 PQÓ= 이다. 2OP+OQ 의 값은 점 P

가 점 P'일 때 최솟값 12를 갖는다. 직선 의 y절편을 `( >0)이라 할 때, +OP' Ó의 값은?  

 (단, O는 원점이다.)

① 8 ②  ③ 10 ④ 11 ⑤ 12

5
[23012-0118] 

그림과 같이 두 점 A(1, 3), B(3, 1)과 반원의 호 x Û`+yÛ`=1`(y 0) 위를 움직

이는 점 P에 대하여 PA•AB+AB•PB의 최댓값을 , 최솟값을 이라 할 

때, _ 의 값은?

① -20 2 ② -16 2 ③ -12 2

④ -8 2 ⑤ -4 2

A

B
P

O

y

x

6
[23012-0119] 

그림과 같이 ABÓ=A Ó=3인 삼각형 AB 에서 선분 A 를 삼등분하는 점을 점 에

서 가까운 점부터 순서대로 P, Q라 하고, 선분 AB를 2` `1로 내분하는 점을 R라 하자. 

선분 B 를 3` `1로 내분하는 점을 라 할 때, PR•Q =-;3@;이다. 두 벡터 AB, 

A 가 이루는 각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① ; ; ② ;3; ③ ;2;

④ ;3@; ⑤ ; %;

A B

P

Q

R
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 3Le
vel

1
[23012-0120] 

그림과 같이 길이가 6인 선분 OA를 지름으로 하는 반원의 호 위의 서로 다른 두 점  

B, 가 

OA•OB
OA Û

OA+OB=O

를 만족시킬 때, OA•O 의 값을 구하시오.

A

B

O

2
[23012-0121] 

그림과 같이 좌표평면에서 원 xÛ`+yÛ`=4 위의 두 점 P, Q가 PQÓ=2 3을 만족시

키며 움직일 때, 점 A(3, 4)에 대하여 AP•AQ의 최댓값은?

① 31 ② 32 ③ 33

④ 34 ⑤ 3

A

P

Q

O

y

x

xÛ +yÛ =4

3
[23012-0122] 

, 은 상수이고 , 는 양의 상수일 때, 좌표평면에서 두 점 A( , ), B( , )에 대하여 OA= ,  

OB= 라 하자. 두 벡터 , 가 다음 조건을 만족시킬 때, • 의 값을 구하시오. (단, O는 원점이다.)

(가) - =(6, 8)

(나) OP• OP OP • 를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형과 x축이 만나는 점은 , 뿐이다.
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4
[23012-0123] 

평면 위의 네 점 A, B, , P가 다음 조건을 만족시킨다.

BP 의 최댓값은?

① 6 ② 2 2 ③ 10 ④ 2 3 ⑤ 14

(가) ∠AB , ABÓ , B Ó

(나) PA•PB , P •A

1

A

B

5
[23012-0124] 

그림과 같이 한 변의 길이가 4인 정삼각형 AB 에서 선분 AB의 중점을 , 선분 

A 의 중점을 이라 하고 선분  위를 움직이는 점을 P라 하자. 삼각형 AB 의 

변 또는 내부의 두 점 Q, R는 BQÓ=1, RÓ=1을 만족시키며 움직이고 있다.  

(AP+BQ)• R의 최댓값을 , 최솟값을 이라 할 때, 4_( _ )Û`의 값을 

구하시오.

A

B

P

Q R
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제

출제
경향 벡터의 내적의 간단한 계산 문제, 내적의 의미를 이용하고 활용하는 내적 문제가 출제된다.

2022학년도 대수능

좌표평면에서 OAÓ= 2, OBÓ=2 2이고 s`(∠AOB)=; ;인 평행사변형 OA B

A

B

O

에 대하여 점 P가 다음 조건을 만족시킨다.

(가) OP= OA+ OB`(0 1, 0 1)

(나) OP•OB+BP•B =2

점 O를 중심으로 하고 점 A를 지나는 원 위를 움직이는 점 에 대하여  

3OP-O 의 최댓값과 최솟값을 각각 , 이라 하자. _ = 6+ 일 때, Û`+ Û`의 값을 구하 

시오. (단, 와 는 유리수이다.)  [4점]

출제 의도   평면벡터의 연산과 내적을 이용하여 조건을 만족시키는 벡터의 크기의 최댓값과 최솟값을 구할 수 있는지를 묻는 

문제이다.

풀이 조건 (가)에 의하여 점 P는 평행사변형 OA B의 둘레 또는 내부에 있는 점이다. 

A

B

O

조건 (나)에서

  OP•OB+BP•B =OP•OB+(OP-OB)•OA

=OP•OB+OP•OA-OA•OB

=OP•(OA+OB)- OA OB ` s`(∠AOB)  

=OP•O - 2_2 2_; ;  

=OP•O -1=2

이므로 OP•O =3

한편,

  O Û`= OA+OB Û`= OA Û`+2OA•OB+ OB Û`

= OA Û`+2 OA OB ` s`(∠AOB)+ OB Û`

=( 2)Û`+2_ 2_2 2_; ;+(2 2)Û`=12

에서 O Ó= O =2 3

두 벡터 OP, O 가 이루는 각의 크기를 라 하면 

  OP O ` s` =3, 2 3 OP ` s` =3, OP ` s` = 3
2
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즉, 선분 O  위의 점 를 O Ó= 3
2 이 되도록 잡으면 점 P는 점 를 지나고 직선 O 에 수직인 직선 위에 있

는 점 중 평행사변형 OA B의 경계 또는 내부에 있는 점이다. 

한편, 점 에서 직선 OA에 내린 수선의 발을 H라 하면

직각삼각형 AH 에서 ∠HA =∠AOB

이때 s`(∠AOB)=; ;이므로

  AHÓ=A Ó` s`(∠HA )=2 2_; ;= 2
2

  OHÓ=OAÓ+AHÓ= 2+
2
2 =

3 2
2

점 를 지나고 직선 O 에 수직인 직선이 직선 OA와 만나는 점을 A'이라 하고 ∠ OH= 라 하면

직각삼각형 OH 에서 s` = OHÓ
O Ó

= =
6
4

또 직각삼각형 OA' 에서 s` = O Ó
OA Ó

, 
6
4 =

OA Ó
, OA'Ó= 2

그러므로 점 A'은 점 A이고 직선 A 가 선분 OB와 만나는 점을 

라 하면 점 P는 선분 A  위의 점이다.

3OP-O 에서 벡터 3OP의 종점을 나타내기 위해 점 F를  

3OA=OF가 되도록 잡고, 점 F를 지나고 직선 A 와 평행한 직선

이 직선 OB와 만나는 점을 B'이라 하자.

한편, 두 삼각형 O, A 는 서로 닮음이다.

이때 O Ó=
3
2 , O Ó=2 3에서 Ó=

3 3
2

즉, 두 삼각형 O, A 의 닮음비는 1` `3이다.

그러므로 점 B'은 점 B이다. 이때 3OP-O 에서 점 

P'을 OP'=3OP가 되도록 잡으면 점 P'은 선분 FB 위

에 있다. 또

  3OP-O   = OP'+ O = O+OP'   

= P' = P'Ó   ㉠

중심이 O이고 반지름이 선분 OA인 원을 C라 하고 직선 

OF가 원 C와 만나는 점 중 A가 아닌 점을 라 하면 ㉠의 

최댓값은 

= FÓ= OÓ+OFÓ= 2+3 2=4 2

또 두 선분 O 와 BF가 만나는 점을 라 할 때, ㉠의 최솟값은

  =O Ó-OAÓ=
3 3
2 - 2

따라서 _ =4 2_
3 3
2 - 2 =6 6-8이므로 =6, =-8에서

  Û`+ Û`=6Û`+(-8)Û`=100

  100

H

P

A

B

O

H FA

B

O

O

P

P

C

H FA

B
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공간도형06
1. 공간에서 직선과 평면의 위치 관계

⑴ 평면의 결정 조건

 ① 한 직선 위에 있지 않은 서로 다른 세 점  ② 한 직선과 그 위에 있지 않은 한 점

 ③ 한 점에서 만나는 두 직선   ④ 평행한 두 직선

⑵ 서로 다른 두 직선의 위치 관계

 ① 한 점에서 만난다. ② 평행하다. ③ 꼬인 위치에 있다.

⑶ 직선과 평면의 위치 관계

 ① 포함된다. ② 한 점에서 만난다. ③ 평행하다.

⑷ 서로 다른 두 평면의 위치 관계

 ① 만난다.  ② 평행하다.

참고    ① 서로 다른 두 평면이 만나서 생기는 도형은 직선이고 이 직선을 두 평면의 교선이라 한다.

  ② 서로 다른 두 평면 , 가 만나지 않을 때, 두 평면은 서로 평행하다고 하고 기호로 ∥ 와 같이 나타낸다.

2. 공간에서 두 직선이 이루는 각

두 직선 , 이 꼬인 위치에 있을 때, 직선  위에 한 점 O를 잡고, 점 O를 지나고 직

선 에 평행한 직선 '을 그으면 두 직선 ', 은 점 O에서 만나므로 한 평면을 결정한

다. 이때 두 직선 ', 이 이루는 각을 두 직선 , 이 이루는 각이라 한다.

참고    ①   일반적으로 두 직선이 이루는 각은 크기가 크지 않은 것을 택한다. 그림과 같이 두 직선 

, 이 이루는 각의 크기는 `(0 0 )와 -  중에서 를 택한다. 그런데 두 직선 

, 의 교점 O, 직선  위의 점 A, 직선  위의 점 B에 대하여 둔각삼각형 AOB에 코

사인법칙을 적용해서 두 직선 , 이 이루는 각의 크기 를 구할 경우  

s( - )=- s` 를 이용한다.

  ②   두 직선이 이루는 각이 직각일 때 두 직선 , 은 서로 수직이라 하고, 기호로 ⊥ 과 같이 나타낸다.
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3. 공간에서 직선과 평면의 평행

⑴ 두 직선 , 이 서로 평행할 때, 직선 을 포함하고 직선 을 포함하지 않는 모든 평면은 직선 과 평행하다.

⑵ 두 평면 , 가 서로 평행할 때, 평면  위에 있는 모든 직선은 평면 와 평행하다.
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공간에서 두 직선이 이루는 각1예제

그림과 같이 밑면은 한 변의 길이가 2 2인 정삼각형이고 A Ó=2인 정삼각기둥 AB - F

에서 선분 F의 중점을 이라 하자. 두 직선 A , 이 이루는 예각의 크기를 라 할 때, 

s` 의 값은?

① ; ; ② 
2
 ③ 

3
 ④ ; @; ⑤ 

A

B
F

그림과 같이 ABÓ=B Ó=2, A Ó=3인 직육면체 AB - F H에서 선분 A

를 1` `2로 내분하는 점을 P, 선분 를 2` `1로 내분하는 점을 Q, 선분 F를 

3` `1로 내분하는 점을 R, 선분 F 의 중점을 이라 하자. 두 직선 PQ와 R 이 

이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① 
2

 ② 
3 2

 ③ ; ; ④ 
2 3

 ⑤ ; #;

2
[23012-0126] A B

H
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길잡이 꼬인 위치에 있는 두 직선이 이루는 각의 크기는 어느 한 직선을 평행이동하여 두 직선이 만날 때 이루는 각의 크기이다.

직선 F 위에 Ó ∥A 'Ó이 되도록 점 '을 잡으면 사각형 A '은 평행사변형이

다. 꼬인 위치에 있는 두 직선 A , 이 이루는 예각의 크기는 두 직선 A , A '이 이

루는 예각의 크기이므로 ∠ A '= `(0 0 )

  A Ó="ÃA Ó Û`+ Ó Û`="Ã2Û`+(2 2)Û`=2 3

  A 'Ó= Ó="Ã FÓ Û`+F Ó Û`="Ã(2 2)Û`+1Û`=3

  ' Ó="Ã 'FÓ Û`+F Ó Û`="Ã3Û`+(2 2)Û`= 1

따라서 삼각형 A '에서 코사인법칙에 의하여

  s` =
(2 3 )Û`+3Û`-( 1  )Û`

2_2 3_3
= 4

2_2 3_3
=

3

  ③

풀이
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B
F

유제 정답과 풀이 46쪽

그림과 같은 정팔면체 AB F의 모든 모서리를 연장한 직선 중에서 직선 

AB와 꼬인 위치에 있는 직선의 개수를 , 직선 AB와 이루는 각의 크기가 

0 인 직선의 개수를 라 할 때, + 의 값을 구하시오.

1
[23012-0125] 
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06   공간도형

4. 공간에서 직선과 평면의 수직 관계

공간에서 직선 과 평면  위의 모든 직선이 수직일 때, 직선 은 평면 와 수직이라 하

고, 기호로 ⊥ 와 같이 나타낸다. 이때 직선 을 평면 의 수선, 직선 과 평면 가 만

나는 점 O를 수선의 발이라 한다.

참고  직선 이 평면  위의 평행하지 않은 서로 다른 두 직선과 각각 수직이면 ⊥ 이다.

M

=

0

5. 삼수선의 정리

평면  위에 있지 않은 한 점 P, 평면  위의 한 점 O, 평면 에 포함되고 점 O를 지나지 않는 한 직선 , 직선  

위의 한 점 H에 대하여 다음과 같은 세 가지 성질이 성립한다. 이를 삼수선의 정리라 한다.

⑴ POÓ⊥ , OHÓ⊥ 이면 PHÓ⊥

⑵ POÓ⊥ , PHÓ⊥ 이면 OHÓ⊥

⑶ PHÓ⊥ , OHÓ⊥ , POÓ⊥OHÓ이면 POÓ⊥

설명  ⑴   POÓ⊥ 이므로 직선 PO는 평면  위의 모든 직선과 수직이다.  

이때 직선 은 평면 에 포함되므로 POÓ⊥ 이다.  

또한 OHÓ⊥ 이므로 직선 은 직선 PO와 직선 OH를 포함하는 평면 PHO와 수직이다.  

이때 직선 PH는 평면 PHO에 포함되고, 직선 은 평면 PHO 위에 있는 모든 직선과 수직이므로 PHÓ⊥ 이다.

  ⑵   POÓ⊥ 이므로 직선 PO는 평면  위의 모든 직선과 수직이다.  

이때 직선 은 평면 에 포함되므로 POÓ⊥ 이다.  

또한 PHÓ⊥ 이므로 직선 은 직선 PO와 직선 PH를 포함하는 평면 PHO와 수직이다.  

이때 직선 OH는 평면 PHO에 포함되고, 직선 은 평면 PHO 위에 있는 모든 직선과 수직이므로 OHÓ⊥ 이다.

  ⑶   PHÓ⊥ , OHÓ⊥ 이므로 직선 은 직선 PH와 직선 OH를 포함하는 평면 PHO와 수직이다.  

이때 직선 PO는 평면 PHO에 포함되고, 직선 은 평면 PHO 위에 있는 모든 직선과 수직이므로 POÓ⊥ 이다.  

또한 POÓ⊥OHÓ이므로 직선 PO는 직선 OH와 직선 을 포함하는 평면 와 수직이다.  

즉, POÓ⊥ 이다.

예    그림과 같은 직육면체 AB - F H의 한 꼭짓점 A에서 선분 FH에 내린 수선의 발

을 라 하자.

    A Ó⊥ FÓ, A Ó⊥ HÓ이므로 A Ó⊥(평면 F H)이고 A Ó⊥FHÓ이므로 삼수선의 정리 

⑵에 의하여 Ó⊥FHÓ이다.
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유제 정답과 풀이 46쪽

그림과 같이 한 모서리의 길이가 4인 정사면체 AB 와 모든 모서리의 

길이가 4인 정사각뿔 - F가 있다. 네 점 B, , , 가 한 평면 위

에 있고 점 A에서 평면 F에 내린 수선의 발을 H라 할 때, 선분 AH

의 길이는?

① 3 ② 2 ③ 

④ 6 ⑤ 2 2

3
[23012-0127] 

삼수선의 정리2예제

그림과 같이 밑면은 한 변의 길이가 3 2인 정사각형이고 ABÓ=A Ó=A Ó=A Ó=

인 정사각뿔 A-B 가 있다. 점 에서 선분 AB에 내린 수선의 발을 F, 선분 B

의 중점을 이라 할 때, 삼각형 F 의 넓이는?

①  ② 
18 2

 ③ 
18 3

④ 
36

 ⑤ 
18

A

B

F

길잡이 직선 이 평면  위의 평행하지 않은 서로 다른 두 직선과 각각 수직이면 ⊥ 이다. 또 평면  위에 있지 않은 한 점 P에서 평면 에 내린 

수선의 발을 O라 하고, 점 P에서 점 O를 지나지 않고 평면  위에 있는 직선 에 내린 수선의 발을 H라 하면 삼수선의 정리에 의하여  

OHÓ⊥ 이다.

사각형 B 가 정사각형이므로 선분 의 중점도 이다.

  Ó=B Ó=;2; Ó=;2;B Ó=;2;_6=3

이등변삼각형 A 에서 Ó⊥A Ó  ㉠

이등변삼각형 B에서 Ó⊥B Ó   ㉡

㉠, ㉡에서 직선 이 평면 AB  위의 평행하지 않은 서로 다른 두 직선 A , B 와 각각 수직이므로

(직선 )⊥(평면 AB )이고, 직선 F 이 평면 AB  위의 직선이므로

  Ó⊥F Ó

또 (직선 )⊥(평면 AB ), FÓ⊥ABÓ이므로 삼수선의 정리에 의하여

  F Ó⊥ABÓ

A Ó⊥B Ó이므로 직각삼각형 AB 에서

  A Ó="ÃABÓ Û`-B ÓÛ`="Ã Û`-3Û`=4

  ABÓ_F Ó=A Ó_B Ó, F Ó=4_3, F Ó=;; ª;;

따라서 직각삼각형 F 의 넓이는

  ;2;_ Ó_F Ó=;2;_3_;; ª;;=;; ¥;;

  ①

풀이
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B
F
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06   공간도형

6. 이면각

⑴ 반평면

 평면 위의 한 직선은 그 평면을 두 부분으로 나누는데, 그 각각을 반평면이라 한다.

⑵ 이면각

   직선 을 공유하는 두 개의 반평면 , 로 이루어진 도형을 이면각이라 한다.

 이때 직선 을 이면각의 변, 두 반평면 , 를 각각 이면각의 면이라 한다.

⑶   이면각의 크기

   이면각의 변  위의 한 점 O를 지나고 직선 에 수직인 두 반직선 OA, OB를 각각 

반평면 ,  위에 그을 때, ∠AOB의 크기는 점 O의 위치에 관계없이 일정하다. 이 

일정한 각의 크기 를 이면각의 크기라 한다.

⑷ 두 평면이 이루는 각

   서로 다른 두 평면이 만나서 생기는 이면각 중에서 크기가 크지 않은 한 이면각의 크기를 두 평면이 이루는 각

의 크기라 한다.

참고  ① 두 평면 , 에서 이면각의 크기가 0 일 때, 두 평면 , 는 서로 수직이라 하고, 기호로 ⊥ 와 같이 나타낸다.

  ②   직선 이 평면 에 수직일 때, 직선 을 포함하는 평면 는 평면 와 수직임을 보이자. 

그림과 같이 두 평면 , 의 교선을 이라 하고, 직선 과 평면 의 교점을 O라 하자. 

평면  위에 점 O를 지나고 직선 과 수직인 직선 을 그으면 ⊥ 이므로 ⊥ 이다. 

이때 ⊥ , ⊥ 이므로 두 평면 , 가 이루는 각의 크기는 두 직선 , 이 이루

는 각의 크기이다.  

따라서 ⊥ 이다.

예1   그림과 같은 정육면체 AB - F H에서

  ①   ABÓ⊥A Ó, AFÓ⊥A Ó이고 ∠FAB=4 이므로 두 평면 AB , AF 가 이루는 예각

의 크기는 4 이다.

  ②   AÓ⊥ HÓ, FÓ⊥ HÓ이고 ∠F A= 0 이므로 두 평면 A H , F H가 이루는 각의 

크기는 0 이다.  

즉, (평면 A H )⊥(평면 F H)이다.

예2   그림과 같이 모든 모서리의 길이가 같은 정삼각기둥 AB - F에서

    ABÓ⊥A Ó, A Ó⊥A Ó이고 ∠BA =60 이므로 두 평면 A B, A F 가 이루는 예각의 크

기는 60 이다.
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설명  첫째

참고  항이=

예   첫째=
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이면각3예제

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 4인 정사각뿔 A-B 에서 두 선분 A , 

A 의 중점을 각각 , 이라 하자. 두 평면 AB , B 가 이루는 예각의 크

기를 라 할 때, sÛ`` =; ;이다. p+ 의 값을 구하시오.  

  (단, p와 는 서로소인 자연수이다.)

A

B

길잡이 두 평면이 이루는 각의 크기를 구할 때에는 두 평면의 교선 위의 한 점을 지나고 교선에 수직이 되도록 두 평면 위에 각각 그은 두 직선이 

이루는 각의 크기를 구하면 된다.

삼각형 A 에서 중점연결정리에 의하여 Ó=2, Ó∥ Ó이므로 

  Ó∥B Ó, B Ó= Ó=2 3

즉, 사각형 B 는 등변사다리꼴이다. 두 점 , 에서 선분 B 에 내린 수선의 발을 

각각 H, 라 하면

Ó= HÓ=2이므로 Ó=BHÓ=1

직각삼각형 에서

  Ó="Ã Ó Û`- Ó Û`="Ã(2 3)Û`-1Û`= 11

두 선분 B , 의 중점을 각각 F, 라 하면

AFÓ⊥B Ó, FÓ⊥B Ó이므로 이면각의 정의에 의하여 ∠AF =

삼각형 AF 에서

  AFÓ=2 3, FÓ= Ó= 11, A Ó= 3

이므로 코사인법칙에 의하여

  s` = 12+11-3
2_2 3_ 11

= 20
4 33

=
33

  sÛ̀ ` =;3@3%;

따라서 p=33, =2 이므로 p+ = 8

  8

풀이

BF H

F

A

B

유제 정답과 풀이 47쪽

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 2인 정삼각기둥 AB - F가 있다. 두 평

면 A F, B 가 이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① ; ; ② ; @; ③ ; #;

④ ; ; ⑤ ; %;

4
[23012-0128] 
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06   공간도형

7. 정사영

⑴ 정사영

   한 점 P에서 평면 에 내린 수선의 발 P'을 점 P의 평면  위로의 정

사영이라 한다. 또한 도형 에 속하는 각 점의 평면  위로의 정사영 

전체로 이루어진 도형 '을 도형 의 평면  위로의 정사영이라 한다.

⑵ 직선과 평면이 이루는 각

   직선 과 평면 가 한 점에서 만나고 수직이 아닐 때, 직선 의 평면  위로의 정사

영 '과 직선 이 이루는 각을 직선 과 평면 가 이루는 각이라 한다. 즉, 직선 이 

평면 와 점 O에서 만나고 수직이 아닐 때 직선  위의 O가 아닌 한 점 A에서 평

면 에 내린 수선의 발을 H라 하면 직각삼각형 AOH에서 ∠AOH의 크기가 직선 

과 평면 가 이루는 각의 크기이다.

 참고  직선 과 평면 가 서로 평행할 때, 직선 과 평면 가 이루는 각의 크기는 0 이다.

⑶ 정사영의 길이

   선분 AB의 평면  위로의 정사영을 선분 A'B'이라 하고, 직선 AB와 평면 가 이루는 각의 크기를

  (0 0 )라 하면

   A'B'Ó=ABÓ s`

 설명  0 0 일 때, 선분 AB의 평면  위로의 정사영을 선분 A'B'이라 하면

   AA' Ó⊥ , BB'Ó⊥ 이므로 AA'Ó∥BB'Ó이다.

     점 A에서 직선 BB'에 내린 수선의 발을 라 하면 사각형 AA'B' 는 직사각형이므로

   A'B' Ó=A Ó, A'B'Ó∥A Ó이다.

   따라서 ∠BA = 이고 직각삼각형 BA 에서 A Ó=ABÓ s` 이므로

     A'B' Ó=ABÓ s`

가 성립한다.

   한편, =0  또는 = 0 일 때에도

     A'B' Ó=ABÓ s`

가 성립한다.

⑷ 정사영의 넓이

   평면  위의 도형 의 평면  위로의 정사영을 '이라 하고, 두 도형 , '의 넓이

를 각각 , '이라 할 때, 두 평면 , 가 이루는 각의 크기가  (0 0 )이면

   '=  s`

 참고    등식 '= ` s` (0 0 )는 = '
s  또는 s` = ' 으로 변형하여 사용

할 수 있다.

1

1� 1� 1�

1 1

'�

'

'�

'

=

=

0

"

)

M

M�

D

=

" $

#

"� #�

D

'

'�
D

>

=

4�

4
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정사영4예제

그림과 같이 A Ó=10인 사면체 AB 에서 선분 AB를 2` `1로 내분하는 점을 P, 선분 

A 를 3` `1과 1` `3으로 내분하는 점을 각각 Q, R라 하자.  

AHÓ⊥B Ó, HÓ⊥B Ó인 선분 B  위의 점 H에 대하여 사면체 AB 가 다음 조건을 만

족시킬 때, 삼각형 PQR의 평면 B  위로의 정사영의 넓이는?

① 3 ② ;2; ③ 4 ④ ;2; ⑤ 

A

B

H

P

Q

R

길잡이 평면  위의 도형 의 평면  위로의 정사영을 '이라 할 때, 두 도형 , '의 넓이가 각각 , '이고 두 평면 , 가 이루는 각의 크기

가 `(0 0 )이면 '=  s` 이다.

두 평면 AB , B 가 이루는 예각의 크기를 라 하면 이면각의 정의에 의하여 ∠AH =

조건 (나)에서 사인법칙에 의하여

  A Ó
sin` =2_3 , sin` = 10

2_3
=

3

이므로 s` ="Ã1-sinÛ`` = 1-; %;=;3@;

삼각형 AB 에서 PBÓ= , Q Ó= , ∠BA = 라 하면

조건 (가)에서 삼각형 AB 의 넓이는

  ;2;_3 _4 _sin` =18

  `sin` =3

이고

  (삼각형 APR의 넓이)=;2;_2 _ _sin` =3

  (삼각형 PQR의 넓이)=2_(삼각형 APR의 넓이)=6

따라서 삼각형 PQR의 평면 B  위로의 정사영의 넓이는

  6` s` =6_;3@;=4

  ③

풀이

A

B

P Q

R

유제 정답과 풀이 47쪽

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 2인 정삼각기둥 AB - F에서 두 선분 

A , B 의 중점을 각각 , 이라 하자. 직선 과 평면 F가 이루는 예각

의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① 3  ② 
6
3  ③ ; %;

④ 
3
2  ⑤ 3

5
[23012-0129] 

A

B

F

(가) 삼각형 AB 의 넓이는 이다.

(나) 삼각형 AH 의 외접원의 반지름의 길이는 이다.
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기1Le
vel

1
[23012-0130] 

그림과 같은 정육면체 AB - F H의 모든 모서리를 연장한 직선 중에서 직선 

F와 꼬인 위치에 있는 직선의 개수를 p, 직선 와 수직인 직선의 개수를 라 할 

때, p+ 의 값을 구하시오.
A B

F

H

2
[23012-0131] 

그림과 같이 정육면체 AB - F H에서 두 선분 F, 의 중점을 각각 , 

이라 하자. 두 직선 B , 이 이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① 
3
6  ② ;3; ③ 

6
6

④ 
2
3  ⑤ ;2;

A B

F

H

3
[23012-0132] 

그림과 같이 한 변의 길이가 8인 정삼각형 B 를 한 면으로 하는 사면체 AB 가 

있다. 선분 의 중점을 이라 하면 점 A에서 평면 B 에 내린 수선의 발 H는 선

분 B 의 중점이다. AHÓ=6일 때, 삼각형 A 의 넓이는?

① 16 2 ② 16 3 ③ 20 2

④ 20 3 ⑤ 16

A

B
H

4
[23012-0133] 

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 2인 정삼각기둥 AB - F가 있다. 두 평면 A F, 

AB 가 이루는 예각의 크기를 라 할 때, sÛ`` =; ;이다. p+ 의 값을 구하시오.  

 (단, p와 는 서로소인 자연수이다.)
A

B
F
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5
[23012-0134] 

그림과 같이 이면각의 크기가 인 두 평면 , 의 교선은 이고 s` =; #;이다. 평

면  위의 점 A와 평면  위의 길이가 6인 선분 B 가 다음 조건을 만족시킬 때, 

삼각형 AB 의 넓이는?  

  (단, 선분 AB의 평면  위로의 정사영은 직선 과 만나지 않는다.)

① 12 ② 6  ③ 6  ④ 12 2 ⑤ 18

(가) 점 A에서 평면 까지의 거리는 이다.

(나) 직선 과 직선 B 는 서로 평행하고 점 B와 직선  사이의 거리는 이다.

A

B

6
[23012-0135] 

그림과 같이 A Ó=4, ABÓ=A Ó=6인 직육면체 AB - F H가 있다. 직사각

형 AB 의 네 변에 모두 접하는 타원 의 두 초점을 각각 , 라 하고, 선분 F 위

를 움직이는 점을 P라 하자. 두 선분 P , P 의 평면 AB  위로의 정사영의 길이의 

합이 최소일 때의 점 P를 Q라 하자. 점 Q의 평면 AB  위로의 정사영을 Q'이라 

할 때, 사면체 QQ' 의 부피는? (단, 타원 의 장축은 직선 AB와 평행하다.)

① 2 1  ② 8 ③ 6 2

④ 3 ⑤ 4

A B

F

H

P

7
[23012-0136] 

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 4인 정사각뿔 A-B 에서 선분 A

의 중점을 이라 하자. 직선 B 과 평면 B 가 이루는 예각의 크기를 

라 할 때, s` 의 값은?

① 
3 2

 ② 
3
2  ③ 

2

④ ; ; ⑤ 
3 10
10

A

B
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vel

1
[23012-0137] 

그림과 같이 B Ó=A Ó= Ó= Ó= FÓ,  

ABÓ=A Ó=AFÓ=F Ó= 2_B Ó인 사면체의 전개도가 있다. 이 전개도

로 만들어지는 사면체에 대하여 보기에서 옳은 것만을 있는 대로 고른 것은?

① ㄱ ② ㄱ, ㄴ ③ ㄱ, ㄷ ④ ㄴ, ㄷ ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

ㄱ. A Ó⊥ Ó

ㄴ. ABÓ⊥F Ó

ㄷ. A Ó⊥B Ó

A

B

F

2
[23012-0138] 

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 2인 정육각기둥 AB F- H 이 있다. 

두 직선 A , 가 이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① ; ; ② 
2
8  ③ 

3
8

④ ; ; ⑤ 8

A

B

F

H

3
[23012-0139] 

그림과 같이 점 A를 꼭짓점으로 하고, 중심이 B이고 반지름의 길이가 6인 원 C 을 밑면

으로 하는 원뿔에서 선분 AB를 1` `2로 내분하는 점 를 지나고 선분 AB와 수직인 평

면이 원뿔과 만나서 생기는 원을 C 라 하자. ABÓ=12이고, 원 C  위의 두 점 , 가 

Ó=6 3을 만족시킨다. 원 C  위를 움직이는 점 P에 대하여 점 P와 직선  사이의 

거리의 최솟값이 k일 때, kÛ`의 값을 구하시오.

A

B

P

C

C
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4
[23012-0140] 

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 4인 정육면체 AB - F H가 있다. 삼각형 

AF 의 평면 B  위로의 정사영의 넓이는?

① 
6

3  ② 3 2 ③ 2

④ 
8 3
3  ⑤ 

3 10
2

A B

F

H

5
[23012-0141] 

그림과 같이 모든 모서리의 길이가 6인 정사각뿔 A-B 를 밑면 

B 와 평행한 평면으로 잘라서 만든 정사각뿔대 F H -B 가 있

다. 네 개의 선분 F , H, H , F를 각각 한 변으로 하는 합동인 네 개의 

삼각형 , , , 가 정사각뿔대 F H -B 의 네 개의 옆면 위

에 각각 하나씩 있다. 네 개의 삼각형 , , , 와 사각형 F H 의 

평면 B  위로의 정사영으로 이루어진 도형 가 한 변의 길이가 2 2인 

정사각형일 때, 네 개의 삼각형 , , , 의 넓이의 합은? (단, 도형 의 한 변은 직선 B 와 평행하다.)

① 4 ② 4 2 ③ 4 3 ④ 8 ⑤ 4

A

B

F
H

6
[23012-0142] 

그림과 같이 교선이 인 두 평면 , 에 대하여 평면  위의 점 F에서 평면 에 

내린 수선의 발을 F'이라 하고, 초점이 F'이고 준선이 인 평면  위의 포물선을 

라 하자. 평면  위의 두 점 A, B에서 평면 에 내린 수선의 발을 각각 A', B'

이라 하면 두 점 A', B'은 포물선  위의 점이다. AFÓ=6, FF'Ó=3, A'F'Ó=3 3, 

B'F'Ó=2 21일 때, 점 B에서 직선 까지의 거리는? (단, AA'Ó>FF'Ó)

① 10 ② 11 ③ 12

④ 13 ⑤ 14 A

A

B

F

F
B
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 3Le
vel

1
[23012-0143] 

그림과 같이 B Ó= , B Ó=8, ∠ B = 3 인 사면체 AB 가 있다. 점 A에서 밑면 

B 에 내린 수선의 발을 H라 하고, 세 삼각형 AB , A , AB 의 넓이를 각각 

, , 이라 할 때,  

  AHÓ=6, ` ` ` ` = ` ` ` `8  

이다. 선분 AB의 길이는? (단, 점 H는 삼각형 B 의 내부에 있다.)

① 3  ② 4 3 ③  ④ 2 ⑤ 8

A

B H

2
[23012-0144] 

그림과 같이 ABÓ=B Ó=10, A Ó=2 10인 평행사변형 AB  모양의 종이를 대각선 B 를 접는 선으로 하

여 삼각형 AB 를 접어 올렸다. 점 A에서 평면 B 에 내린 수선의 발을 H라 하면 직선 BH는 선분 의 

중점 을 지난다. 두 평면 AB 와 B 가 이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?   

 (단, 점 H는 삼각형 B 의 외부에 있고, 종이의 두께는 고려하지 않는다.)

① ;3; ② 
2
3  ③ 

3
3  ④ ;3@; ⑤ 3

A B A

A

B

H

  [그림 1] [그림 2]

3
[23012-0145] 

그림과 같이 밑면 B 는 한 변의 길이가 4인 정사각형이고  

ABÓ=A Ó=A Ó=A Ó=2 10인 정사각뿔 A-B 가 있다. 삼각형 A  내부

의 점 P에서 평면 AB 에 내린 수선의 발 가 삼각형 AB 의 무게중심이다. 직선 

P 와 평면 B 가 이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① ; ; ② 
2 13

 ③ 
2 1

④ 
2 2
3  ⑤ 

4

A

B

P
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4
[23012-0146] 

그림과 같이 ABÓ=A Ó=8, BÓ= Ó인 사면체 AB 가 있다. 두 선분 AB, A

의 중점을 각각 , 이라 하면 선분 A  위의 한 점 P에 대하여 사면체 AB 는 

다음 조건을 만족시킨다.

두 평면 P 과 B 가 이루는 예각의 크기를 라 할 때, sÛ`` =; ;이다. p+ 의 값을 구하시오.  

 (단, 점 A의 평면 B  위로의 정사영은 삼각형 B  내부에 있고, p와 는 서로소인 자연수이다.)

(가)   삼각형 P 의 평면 B  위로의 정사영은 한 변의 길이가 인 정삼각형 

이다.

(나) 삼각형 A 의 평면 B  위로의 정사영의 넓이는 이다.

(다) 삼각형 B 의 넓이는 이다.

A

B

P

5
[23012-0147] 

그림과 같이 두 평면 A 와 B 가 이루는 예각의 크기가 60 이고 Ó=6인 

사면체 AB 가 다음 조건을 만족시킬 때, 삼각형 B 의 넓이는?

① 12 2 ② 24 ③ 24 2 ④ 24 3 ⑤ 48

(가)   삼각형 B 의 평면 A  위로의 정사영은 삼각형 A 이다.

(나)   평면 A 에서 A• A•

(다) 직선 A 와 평면 B 가 이루는 예각의 크기는 이다.

A

B
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제

출제
경향

삼수선의 정리를 이용하여 수직 관계를 분석하고 이를 이용하여 선분의 길이 또는 삼각형의 넓이를 구하는 문제가 출

제된다.

2022학년도 대수능

그림과 같이 한 모서리의 길이가 4인 정육면체 AB - F H가 있다. 선분 A

의 중점을 이라 할 때, 삼각형 의 넓이는?  [3점]

①  ② 11 ③ 

④ 12 ⑤ 

출제 의도 삼수선의 정리를 이용하여 삼각형의 넓이를 구할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 점 에서 두 선분 , H에 내린 수선의 발을 각각 , 라 하면 삼수선의 정리에 

의하여

  Ó⊥ Ó

점 가 선분 H의 중점이고 직각삼각형 에서 ∠ =4 이므로

  Ó=2

  Ó= Ó sin`4 =2_
2
2

= 2

직각삼각형 에서

  Ó="Ã` Ó Û`+ Ó Û`="Ã4Û`+( 2)Û`=3 2

직각삼각형 F 에서

  Ó="Ã` FÓ Û`+F Ó Û`="Ã4Û`+4Û`=4 2

따라서 구하는 삼각형 의 넓이는

  ;2;_ Ó_ Ó=;2;_4 2_3 2=12

  ④

A B

F

H

A B

F

H
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제

출제
경향

삼수선의 정리를 이용하여 위치를 파악하고 선분의 길이를 구하는 문제, 정사영과 이면각의 관계를 이용하여 선분의 

길이 또는 삼각형의 넓이를 구하는 문제가 출제된다.

2022학년도 대수능 9월 모의평가

그림과 같이 한 변의 길이가 8인 정사각형 AB 에 두 선분 AB, 를 각

각 지름으로 하는 두 반원이 붙어 있는 모양의 종이가 있다. 반원의 호 AB

의 삼등분점 중 점 B에 가까운 점을 P라 하고, 반원의 호 를 이등분하는 

점을 Q라 하자.

이 종이에서 두 선분 AB와 를 접는 선으로 하여 두 반원을 접어 올렸을 

때 두 점 P, Q에서 평면 AB 에 내린 수선의 발을 각각 , H라 하면 두 

점 , H는 정사각형 AB 의 내부에 놓여 있고, P Ó= 3, QHÓ=2 3이

다. 두 평면 P Q와 AB 가 이루는 각의 크기가 일 때, 0_ sÛ`` 의 

값을 구하시오. (단, 종이의 두께는 고려하지 않는다.)  [4점]

출제 의도 정사영을 이용하여 이면각의 크기를 구할 수 있는지를 묻는 문제이다.

풀이 두 선분 AB, 의 중점을 각각 , 이라 하자.

[그림 1]의 점 P에서 두 선분 AB, QH에 내린 수선의 발을 각각 , F라 하면

  P Ó=P Ó sin`60 =2 3

[그림 1]의 직각삼각형 P 에서

  Ó="ÃP Ó Û`-P Ó Û`="Ã(2 3)Û`-( 3)Û`=3

[그림 1]의 직각삼각형 QH 에서

  H Ó="ÃQ Ó Û`-QHÓ Û`="Ã4Û`-(2 3)Û`=2

그러므로 두 점 , H의 위치가 [그림 2]와 같고 삼각형 P Q의 평면

AB  위로의 정사영 H의 넓이는 

  4_ - ;2;_2_ +;2;_2_3+;2;_2_4 =8

[그림 1]의 직각삼각형 QPF에서

  QPÓ="Ã̀PFÓ Û`+FQÓ Û`="Ã` HÓ Û`+FQÓ Û`="Ã( 13)Û`+( 3)Û`=4

[그림 1]의 직각삼각형 P 에서

  P Ó="Ã̀P Ó Û`+ Ó Û`="Ã( 3)Û`+( 2 )Û`=4 2

[그림 1]의 직각삼각형 Q H에서 Q Ó="Ã` HÓ Û`+HQÓ Û`="Ã(2 )Û`+(2 3)Û`=4 2

이등변삼각형 P Q의 넓이는 ;2;_4_"Ã(4 2)Û̀ -2Û̀ =4 이므로 s` =
(삼각형 H의 넓이)
(삼각형 P Q의 넓이)

= 8
4

= 2

따라서 0_ sÛ̀ ` = 0_; ;=40  40
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공간좌표07
1. 공간좌표

⑴ 좌표공간

   그림과 같이 공간의 한 점 O에서 서로 직교하는 세 수직선을 그어 각각 x축, y

축, 축이라 하고, 점 O를 원점이라 한다. 이때 x축, y축, 축을 통틀어 좌표축

이라 하고, 좌표축으로 정해진 공간을 좌표공간이라 한다. 또 x축과 y축을 포함

하는 평면을 xy평면, y축과 축을 포함하는 평면을 y 평면, 축과 x축을 포함

하는 평면을 x평면이라 하고, 이 세 평면을 통틀어 좌표평면이라 한다.

⑵ 공간좌표

   그림과 같이 좌표공간의 한 점 P에 대하여 점 P를 지나면서 x축, y축, 축과 수직

인 평면이 각각 x축, y축, 축과 만나는 점을 각각 A, B, 라 하자. 이때 세 점 A, 

B, 의 x축, y축, 축 위에서의 좌표를 각각 , , 라 하면 점 P와 세 실수 , , 

의 순서쌍 ( , , )는 일대일로 대응된다.

   이와 같이 좌표공간의 점 P에 대응하는 세 실수 , , 의 순서쌍 ( , , )를 점 P

의 공간좌표라 하고, 기호로 P( , , )와 같이 나타낸다. 이때 , , 를 각각 점 

P의 x좌표, y좌표, 좌표라 한다.

⑶ 좌표공간의 점 P( , , )의 수선의 발의 좌표

 ①   점 P( , , )에서 x축, y축, 축에 내린 수선의 발의 좌표는 각각  

  ( , 0, 0), (0, , 0), (0, 0, )

 ②   점 P( , , )에서 xy평면, y 평면, x평면에 내린 수선의 발의 좌표는 각각  

  ( , , 0), (0, , ), ( , 0, )

 예  점 P(3, 2, 1)에서 x축에 내린 수선의 발의 좌표는 (3, 0, 0), y 평면에 내린 수선의 발의 좌표는 (0, 2, 1)이다.

⑷ 좌표공간의 점 P( , , )를 대칭이동시킨 점의 좌표

 ①   점 P( , , )를 x축, y축, 축에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 각각  

  ( , - , - ), (- , , - ), (- , - , )

 ②   점 P( , , )를 xy평면, y 평면, x평면에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 각각  

  ( , , - ), (- , , ), ( , - , )

 ③   점 P( , , )를 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는  

  (- , - , - )

 예    점 P(3, 2, 1)을 x축에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 (3, -2, -1), y 평면에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌

표는 (-3, 2, 1), 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 (-3, -2, -1)이다.

0
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유제 정답과 풀이 54 쪽

좌표공간의 점 P(3, , )를 x축에 대하여 대칭이동시킨 점을 Q, 점 Q를 xy평면에 대하여 대칭이동

시킨 점을 R라 하자. 점 R의 좌표가 ( , 1, 4)일 때, + + 의 값은?

① 2 ② 4 ③ 6 ④ 8 ⑤ 10

1
[23012-0148] 

좌표공간의 점 P(2, , )를 x축, y축에 대하여 대칭이동시킨 점을 각각 Q, R라 하고, 점 P를 y 평면, 

x평면에 대하여 대칭이동시킨 점을 각각 , 라 하자. 삼각형 PR 의 넓이가 12이고 삼각형 P 의 

넓이가 18일 때, 삼각형 PQ 의 넓이는? (단, >0, >0)

① 24 ② 2  ③ 30 ④ 33 ⑤ 36

2
[23012-0149] 

공간좌표1예제

좌표공간의 세 점 A(1, 2, 3), B(-2, , ), ( , , )가 다음 조건을 만족시킨다.

+ + + + 의 값은?

① 6 ②  ③ 8 ④  ⑤ 10

(가) 점 A에서 축에 내린 수선의 발과 점 B에서 y 평면에 내린 수선의 발이 일치한다.

(나) 점 B를 x축에 대하여 대칭이동시킨 점은 점 와 원점에 대하여 대칭이다.

길잡이 ⑴ 점 P( , , )에서 축에 내린 수선의 발의 좌표는 (0, 0, )이고, y 평면에 내린 수선의 발의 좌표는 (0, , )이다.

⑵   점 P( , , )를 x축에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 ( , - , - )이고, 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는   

(- , - , - )이다.

점 A에서 축에 내린 수선의 발의 좌표는 (0, 0, 3)이고

점 B에서 y 평면에 내린 수선의 발의 좌표는 (0, , )이므로

  =0, =3

점 B(-2, 0, 3)을 x축에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 (-2, 0, -3)이고

이 점이 점 와 원점에 대하여 대칭이므로

점 를 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표가 (-2, 0, -3)이어야 한다.

점 를 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표가 (- , - , - )이므로

- =-2, - =0, - =-3에서

  =2, =0, =3

따라서 + + + + =0+3+2+0+3=8

  ③

풀이
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07   공간좌표

2. 좌표공간의 두 점 사이의 거리

⑴ 좌표공간의 두 점 A(x , y , ), B(x , y , ) 사이의 거리는

   ABÓ="Ã(x -x )Û`+(y -y )Û`+( - )Û`

⑵ 좌표공간의 원점 O와 점 A(x , y , ) 사이의 거리는

   OAÓ="Ãx Û`+y Û`+ Û`

설명    좌표공간의 두 점 A(x , y , ), B(x , y , )에 대하여 직선 AB가 세 좌표평

면에 평행하지 않는 경우, 그림과 같이 두 점 A, B를 꼭짓점으로 하고 세 좌표평

면에 평행한 6개의 평면으로 이루어진 직육면체를 생각하면 선분 AB는 직육면체

의 대각선이다.

  이때 직육면체의 세 모서리의 길이가

    x -x , y -y , -

  이므로 두 점 A, B 사이의 거리는 다음과 같다.

    ABÓ="Ã(x -x )Û`+(y -y )Û`+( - )Û`

  또한 직선 AB가 세 좌표평면 중 어느 한 평면에 평행한 경우에도 위의 식은 성립한다.

참고  ① 두 점 A, B가 xy평면 위에 있을 때에는 두 점 A, B의 좌표가 모두 0이므로

      ABÓ="Ã(x -x )Û`+(y -y )Û`

    즉, 좌표평면 위의 두 점 사이의 거리에 대한 공식과 일치함을 알 수 있다.

  ② 두 점 A, B가 x축 위에 있을 때에는 두 점 A, B의 y좌표와 좌표가 모두 0이므로

      ABÓ="Ã(x -x )Û`= x -x

    즉, 수직선 위의 두 점 사이의 거리에 대한 공식과 일치함을 알 수 있다.

예   ① 두 점 A(3, 2, 1), B(1, 1, -1) 사이의 거리는

      ABÓ="Ã(1-3)Û`+(1-2)Û`+(-1-1)Û`=3

  ② 원점 O와 점 A(3, 2, 1) 사이의 거리는

      OAÓ="Ã3Û`+2Û`+1Û`= 14
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길잡이 ⑴ 좌표공간의 두 점 A(x , y , ), B(x , y , ) 사이의 거리는 ABÓ="Ã(x -x )Û`+(y -y )Û`+( - )Û`

⑵ 선분 AB의 평면  위로의 정사영을 선분 A'B'이라 하고, 직선 AB와 평면 가 이루는 예각의 크기를 라 하면

    A'B' Ó=ABÓ` s`

그림과 같이 점 가 원점, 점 의 좌표가 (2, 0, 0), 점 Q의 좌표가   

(0, 2, 0)이 되도록 좌표공간을 설정하면 점 P의 좌표는 (4, 2, 0), 

점 B의 좌표는 (4, 6, 0)이다.

점 A에서 xy평면에 내린 수선의 발을 A'이라 하면 

점 A'은 선분 P 의 중점이므로 점 A'의 좌표는 (3, 1, 0)이고,

AA'Ó=;2;P Ó= 2이므로 점 A의 좌표는 (3, 1, 2)이다.

점 에서 xy평면에 내린 수선의 발을 '이라 하면 점 '은 선분 BQ의 중점이므로 점 '의 좌표는 (2, 4, 0)

'Ó=;2;BQÓ=2 2이므로 점 의 좌표는 (2, 4, 2 2)이다.

따라서

  A Ó="Ã(2-3)Û`+(4-1)Û`+(2 2- 2)Û`=2 3

  A' 'Ó="Ã(2-3)Û`+(4-1)Û`+(0-0)Û`= 10

이므로 s` =
10

2 3
=

30
6   ④

풀이

유제 정답과 풀이 54쪽

좌표공간의 두 점 A(2, 3, -1), B(4, -1, 0)과 축 위의 점 에 대하여 A Ó=B Ó일 때, 점 의 

좌표는?

① 1 ② ;2#; ③ 2 ④ ;2%; ⑤ 3

3
[23012-0150] 

두 점 사이의 거리2예제

[그림 1]과 같이 ABÓ=6, A Ó=4인 직사각형 AB  모양의 종

이에서 선분 AB와 선분 를 각각 1` `2로 내분하는 점을 P, Q

라 하고, 선분 A 의 중점을 이라 하자. [그림 2]는 두 선분 

P , BQ를 접는 선으로 하여 두 평면 AP , B Q가 평면 

PQ 과 각각 수직이 되도록 종이를 접어 올려서 만든 도형이다. 

[그림 2]에서 직선 A 와 평면 PQ 이 이루는 예각의 크기를 라 할 때, s` 의 값은?

① 
6
3
 ② 

26
6

 ③ 
3
 ④ 

30
6

 ⑤ 
2 2
3

A

A BB PP

Q
Q

좌표공간에 세 점 A( , 4, 1), B(0, 1, ), (0, 4, 2)가 있다. 선분 B  위를 움직이는 점 P에 대하

여 APÓ의 최솟값이 2 3일 때, APÓ의 최댓값은? (단, >0)

① 4 2 ② 6 ③ 2 10 ④ 2 11 ⑤ 4 3

4
[23012-0151] 

 [그림 1] [그림 2]

x

y
A

B

O

Q

P

07 공간좌표  91
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07   공간좌표

3. 선분의 내분점과 외분점

⑴  좌표공간에서 선분의 내분점과 외분점 

  좌표공간의 두 점 A(x , y , ), B(x , y , )에 대하여

 ① 선분 AB를   `( >0, >0)으로 내분하는 점의 좌표는

   
x + x

+ , 
y + y

+ , 
+
+

 ② 선분 AB를   `( >0, >0, + )으로 외분하는 점의 좌표는

   
x - x

- , 
y - y

- , 
-
-

 ③ 선분 AB의 중점의 좌표는

   
x +x

2 , 
y +y

2 , 
+
2

 설명    좌표공간의 두 점 A(x , y , ), B(x , y , )에 대하여 선분 AB를   

` ` `( >0, >0)으로 내분하는 점을 P(x, y, )라 하자.   

세 점 A, B, P의 xy평면 위로의 정사영을 각각 A', B', P'이라 하면

     A'(x , y , 0), B'(x , y , 0), P'(x, y, 0)이고  

A'P'Ó  P'B' Ó=APÓ`  PBÓ= `  이다.

   따라서 선분 A'B'의 내분점의 좌표를 xy평면 위에서 생각하면

   x= x + x
+ , y= y + y

+ 이다. 마찬가지로 세 점 A, B, P의 

   y 평면(또는 x평면) 위로의 정사영을 이용하여 점 P의 좌표를 구하면

   = +
+ 이므로 점 P의 좌표는 

x + x
+ , 

y + y
+ , 

+
+ 이다.

       또 두 점 A(x , y , ), B(x , y , )를 이은 선분 AB를   `( >0, >0, + )으로 외분하는 점의 좌

표도 같은 방법으로 구할 수 있다.

⑵ 좌표공간에서 삼각형의 무게중심

   좌표공간의 삼각형 AB 에 대하여 A(x , y , ), B(x , y , ), (x , y , )일 때, 삼각형 AB 의 무게

중심의 좌표는

   
x +x +x

3 , 
y +y +y

3 , 
+ +

3

 설명  변 B 의 중점을 (x , y , )라 하면 x =
x +x

2 , y =
y +y

2 , =
+
2

     무게중심 의 좌표를 (x, y, )라 하면 점 는 선분 A 을 2` `1로 내분하는 점이므로

      x=
2x +x
2+1 =

x +x +x
3 , y=

2y +y
2+1 =

y +y +y
3 ,

      =
2 +
2+1 =

+ +
3

   즉, 
x +x +x

3 , 
y +y +y

3 , 
+ +

3 이다.
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좌표공간의 네 점 A( , , -2), B(-3, 1, 6), ( , - , ), (1, , )에 대하여 삼각형 AB

의 무게중심이 선분 A 의 중점과 일치할 때, + + 의 값은?

① 2 ② 4 ③ 6 ④ 8 ⑤ 10

5
[23012-0152] 

공간에서 선분의 내분점과 외분점3예제

좌표공간의 세 점 A(3, 2, -4), B(2, - , 1), ( , , )가 있다. 선분 A 를 2` `1로 내분하는 점이 x축 위에 

있고, 선분 B 를 2` `1로 외분하는 점이 y 평면 위에 있을 때, + + 의 값은?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 

길잡이 좌표공간의 두 점 A(x , y , ), B(x , y , )에 대하여

⑴ 선분 AB를 ` `  ( >0, >0)으로 내분하는 점의 좌표는

    
x + x

+
, 

y + y
+

, 
+
+

⑵ 선분 AB를 ` `  ( >0, >0,  + )으로 외분하는 점의 좌표는

    
x - x

-
, 

y - y
-

, 
-
-

선분 A 를 2` `1로 내분하는 점을 P라 하면 점 P의 좌표는

  2_ +1_3
2+1 , 2_ +1_2

2+1 , 2_ +1_(-4)
2+1 , 즉 2 +3

3 , 2 +2
3 , 2 -4

3
점 P가 x축 위에 있으므로 점 P의 y좌표와 좌표는 모두 0이다.

즉, 2 +2
3 =0에서 =-1, 2 -4

3 =0에서 =2

선분 B 를 2` `1로 외분하는 점을 Q라 하면 점 Q의 좌표는

  2_ -1_2
2-1 , 2_ -1_(- )

2-1 , 2_ -1_1
2-1 , 즉 (2 -2, 2 + , 2 -1)

점 Q가 y 평면 위에 있으므로 점 Q의 x좌표는 0이다.

즉, 2 -2=0에서 =1

따라서

  + + =1+(-1)+2=2

  ②

풀이

좌표공간의 두 점 A(4, 1, -2), B(-2, k, )에 대하여 선분 AB가 y 평면과 만나는 점을 P라 할 

때, OPÓ= 이다. 양수 k의 값은? (단, O는 원점이다.)

① ;3; ② 3 ③ ;;3;; ④ ;;3;; ⑤ 4

6
[23012-0153] 
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07   공간좌표

4. 구의 방정식

⑴ 구

  공간에서 한 정점으로부터 일정한 거리에 있는 점 전체의 집합을 구라 한다. 이때 정점을 구의 중심, 구의 중심

과 구 위의 한 점을 이은 선분을 구의 반지름이라 한다.

⑵ 구의 방정식

  좌표공간에서 중심이 점 ( , , )이고 반지름의 길이가 인 구의 방정식은 

Z

S

Y

[

0

$	B C D


1	Y Z [


 

  (x- )Û`+(y- )Û`+( - )Û`= Û`  

특히 중심이 원점이고 반지름의 길이가 인 구의 방정식은   

  xÛ`+yÛ`+ Û`= Û`

 예  ① 중심이 점 (3, 2, 1)이고 반지름의 길이가 인 구의 방정식은

       (x-3)Û`+(y-2)Û`+( -1)Û`= Û`

     즉, (x-3)Û`+(y-2)Û`+( -1)Û`=2

   ② 중심이 원점이고 반지름의 길이가 4인 구의 방정식은 xÛ`+yÛ`+ Û`=16

⑶ 방정식 xÛ`+yÛ`+ Û`+ x+ y+C + =0이 나타내는 도형

 방정식 xÛ`+yÛ`+ Û`+ x+ y+C + =0을 변형하면

   x+ 2
Û`+ y+ 2

Û`+ + C
2

Û`= Û`+ Û`+CÛ`-4
4

 이므로 Û`+ Û`+CÛ`-4 >0이면 이 방정식은 중심이 점 - 2 , - 2 , - C
2 이고 반지름의 길이가 

 "Ã Û`+ Û`+CÛ`-4
2 인 구를 나타낸다.

 예  방정식 xÛ`+yÛ`+ Û`-6x+4y-4 +13=0은`

     (x-3) Û`+(y+2)Û`+( -2)Û`=2Û`

   이므로 이 방정식은 중심이 점 (3, -2, 2)이고 반지름의 길이가 2인 구를 나타낸다.

   또한 중심의 y좌표가 -2, 좌표가 2이므로 이 구는 x평면과 xy평면에 동시에 접한다.

 참고  구   (x- )Û`+(y- )Û`+( - )Û`= Û`이 좌표평면 또는 좌표축에 접할 조건은 다음과 같다.

   ① xy평면에 접하는 경우  =

   ② y 평면에 접하는 경우  =

   ③ x평면에 접하는 경우  =

   ④ x축에 접하는 경우  ="Ã Û`+ Û`

   ⑤ y축에 접하는 경우  ="Ã Û`+ Û`

   ⑥ 축에 접하는 경우  ="Ã Û`+ Û`

(xy평면에 접하는 경우) (x축에 접하는 경우)

ZC
0

B S

D

Y

[

ZC

B

S

D

Y

[

0
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양수 에 대하여 좌표공간의 구 xÛ̀ +yÛ̀ + Û̀ -4 x-12 +16=0이 x축 위의 점 (p, 0, 0)에서 xy평면과 

접할 때, +p의 값을 구하시오.
7

[23012-0154] 

구의 방정식4예제

양수 에 대하여 좌표공간의 구 `x Û`+yÛ`+ Û`-4x+2 y-2 + =0의 중심을 라 하자. O Ó=6일 때, 구 의 

반지름의 길이는? (단, O는 원점이다.)

① 2 6 ② 26 ③ 2  ④ 30 ⑤ 4 2

길잡이 방정식 xÛ`+yÛ`+ Û`+ x+ y+C + =0 ( Û`+ Û`+CÛ`-4 >0)이 나타내는 도형은 중심이 점 - , - , - C 이고

반지름의 길이가 
"Ã Û`+ Û`+CÛ`-4

인 구이다.

xÛ`+yÛ`+ Û`-4x+2 y-2 + =0에서

  (x-2)Û`+(y+ )Û`+( - )Û`=2 Û`- +4

즉, 구 의 중심의 좌표는 (2, - , )이고 반지름의 길이는 "Ã2 Û`- +4이다.

O Ó=6이므로 "Ã2Û`+(- )Û`+ Û`=6에서 2 Û`=32, Û`=16

>0이므로 =4

따라서 구 의 반지름의 길이는

  "Ã2_4Û`-4+4=4 2

  ⑤

풀이

좌표공간의 구 (x-1)Û`+y Û`+( +4)Û`=2 가 xy평면과 만나서 생긴 도형을 C라 하자. 도형 C 위를 

움직이는 점 P와 점 Q(4, 4, 2)에 대하여 PQÓ의 최댓값은?

① 2 14 ② 2 1  ③ 8 ④ 2 1  ⑤ 6 2

8
[23012-0155] 

07 공간좌표  95
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1
[23012-0156] 

두 양수 , 에 대하여 좌표공간의 점 P( , , 2 )를 축에 대하여 대칭이동시킨 점을 Q, 점 Q를 x평면에 

대하여 대칭이동시킨 점을 R(p, , )라 하자. PRÓ=6이고 p+ + =12일 때, + 의 값은?

① 6 ②  ③ 8 ④  ⑤ 10

3
[23012-0158] 

좌표공간의 두 점 A(4, , 6), B(1, -2, -1)과 xy평면 위의 점 P( , , 0)에 대하여 APÓ>BPÓ를 만족시

키는 자연수 의 개수는?

① 3 ② 4 ③  ④ 6 ⑤ 

2
[23012-0157] 

좌표공간의 점 A( , -2, 3)에서 y축에 내린 수선의 발을 B, 점 A를 x평면에 대하여 대칭이동시킨 점을 

라 하자. 선분 B 의 길이는?

① 42 ② 2 11 ③ 46 ④ 4 3 ⑤ 2

4
[23012-0159] 

좌표공간의 두 점 A( +1, 3, ), B(2 , , 1)에 대하여 선분 AB의 길이의 최솟값은? (단, 는 실수이다.)

① 3 2 ② 2  ③ 22 ④ 2 6 ⑤ 26
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6
[23012-0161] 

좌표공간의 두 점 A(-1, -4, 3), B(3, 4, -3)을 1` `k로 내분하는 점을 ( , , )라 하자. + + =0

일 때, Û`+ Û`+ Û`의 값은? (단, k>0)

① ;;ª ª;; ② ;3; ③ ;;ª ¤;; ④ ;;ª ¥;; ⑤ ;;3;;

7
[23012-0162] 

좌표공간의 두 점 A(1, , -2), B(4, 2, )와 xy평면 위의 점 P, x평면 위의 점 Q에 대하여 선분 PQ를 

1` `2, 2` `1로 내분하는 점이 각각 A, B이다. OPÓ Û`+OQÓ Û`의 값은? (단, O는 원점이다.)

① 10  ② 110 ③ 11  ④ 120 ⑤ 12

8
[23012-0163] 

좌표공간의 두 점 A(0, 2, 3), B(4, -2, )에 대하여 선분 AB를 지름으로 하는 구 가 점 P(-1, 0, 2)를 

지날 때, 의 값은?

① 1 ② 2 ③ 3 ④ 4 ⑤ 

5
[23012-0160] 

그림과 같이 ABÓ=4, B Ó= Ó= AÓ=2인 사다리꼴 AB 를 밑면으로 하고 

높이가 2인 사각기둥 AB - F H가 있다. 선분 B 의 중점을 , 삼각형 

의 무게중심을 라 할 때, H Ó Û`의 값은?

① 2 ② ; ; ③ ;2%;

④ ;; ;; ⑤ 3

A B

F

H
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2
[23012-0165] 

좌표공간의 세 점 A(2 2, -2, 1), B( 2, 2, ), (- 2, , 1)이 다음 조건을 만족시킨다.

> 일 때, + 의 값을 구하시오.

(가) ABÓ A Ó

(나) 두 점 B, 에서 xy평면에 내린 수선의 발을 각각 B , 이라 하면 B Ó B Ó이다.

3
[23012-0166] 

좌표공간의 두 점 A( , -1, 2), B(-4, , 1)과 xy평면 위를 움직이는 점 P에 대하여 APÓ+BPÓ는 점 P의 

좌표가 ( , , 0)일 때 최솟값 3 14를 갖는다. + + 의 값은? (단, >0)

① 6 ②  ③ 8 ④  ⑤ 10

1
[23012-0164] 

좌표공간에 있는 직육면체 AB - F H가 다음 조건을 만족시킨다.

점 의 좌표를 ( , , )라 할 때, + + 의 값은? (단, , , 는 각각 점 의 x, y, 좌표보다 크다.)

① ;;3ª;; ② ;;3;; ③ 12 ④ ;;3¥;; ⑤ ;;3;;

(가) 세 직선 AB, A , A 는 각각 x축, y축, 축과 평행하다.

(나) ABÓ ;2#;A Ó A Ó

(다)   선분 A 의 중점의 좌표는 이고, 삼각형 B 의 무게중심의 좌표는 

, , 이다.

A

B

F

H
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4
[23012-0167] 

좌표공간의 세 점 A(-2, 0, 0), B(6, 0, 0), (0, p, )가 다음 조건을 만족시킨다.

p_ 의 값은? (단, p>0, >0)

① 4  ② 2 21 ③ 2 22 ④ 2 23 ⑤ 4 6

(가) 삼각형 AB 의 넓이는 이다.

(나) 직선 B 가 xy평면과 이루는 예각의 크기는 이다.

5
[23012-0168] 

좌표공간에 세 점 A(1, -3, 0), B(-2, - , 3), ( , , )가 있다. 점 를 xy평면에 대하여 대칭이동시

킨 점 P에 대하여 점 A가 선분 BP 위의 점일 때, Û`+ Û`+ Û`의 최솟값은? (단, >0)

① ;; ;; ② ;;3¤;; ③ ;;2;; ④ ;;3;; ⑤ ;; ;;

6
[23012-0169] 

좌표공간에 점 A(2, 1, 4)와 xy평면 위에 점 B(2, 1, 0)을 중심으로 하고 반지름의 길이가 3인 원 C가 있다. 

원 C 위를 움직이는 점 P와 점 A를 지나는 모든 직선이 중심이 이고 반지름의 길이가 6인 구와 접할 때, 

O Ó Û`의 값을 구하시오. (단, O는 원점이고, 점 의 좌표는 양수이다.)

7
[23012-0170] 

좌표공간의 구 `xÛ`+(y-8 2)Û`+( -2)Û`=36에 대하여 구  위의 점 중 xy평면으로부터 가장 멀리 떨어

진 점을 P라 하자. x축을 포함하고 점 P를 지나는 평면 가 구 와 만나서 생기는 도형을 C라 할 때, 도형 C

의 xy평면 위로의 정사영의 넓이는?

① 4 2  ② 4 3  ③ 8  ④ 4  ⑤ 4 6

07 공간좌표  99
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1
[23012-0171] 

좌표공간의 서로 다른 세 점 A, B, 가 다음 조건을 만족시킨다.

O Ó의 최댓값은? (단, O는 원점이다.)

① 61 ② 62 ③ 3  ④ 8 ⑤ 6

(가) 두 점 A, B는 축 위에 있고, 직선 A 는 xy평면과 평행하다.

(나) 삼각형 AB 의 무게중심의 좌표는 , , 이고, 삼각형 AB 의 넓이는 
2

이다.

2
[23012-0172] 

좌표공간의 두 점 A(1, 2, ), B(-2, 6, )에 대하여 보기에서 옳은 것만을 있는 대로 고른 것은?

① ㄱ ② ㄴ ③ ㄱ, ㄴ ④ ㄱ, ㄷ ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

ㄱ. APÓ BPÓ인 y축 위의 점 P가 존재한다.

ㄴ. 삼각형 ABQ가 정삼각형이 되도록 하는 x평면 위의 점 Q가 존재한다.

ㄷ. 삼각형 ABR가 직각이등변삼각형이 되도록 하는 xy평면 위의 점 R가 존재한다.

3
[23012-0173] 

좌표공간의 구 가 다음 조건을 만족시킨다.

구 가 y축과 만나는 두 점을 A, B라 할 때, 선분 AB의 길이는?   

 (단, O는 원점이고, 구 의 중심의 x좌표, y좌표, 좌표는 모두 양수이다.)

① 8 ② 6 2 ③ 4  ④ 2 22 ⑤ 4 6

(가) 구 가 xy평면, y 평면, x평면과 만나서 생기는 도형의 넓이는 각각 , , 이다.

(나) 구  위를 움직이는 점 P에 대하여 OPÓ의 최댓값은 이다.
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4
[23012-0174] 

좌표공간에 점 A(3, 4, 0)과 점 A를 지나고 xy평면에 수직인 직선 l이 있다. 직선 l 위의 점 B에 대하여 선

분 AB를 3`:`1로 내분하는 점을 C라 하고, 점 C를 중심으로 하고 반지름의 길이가 BCÓ인 구를 S라 하자. 구 

S 위를 움직이는 점 P에 대하여 직선 BP가 xy평면과 만나는 점을 Q라 할 때, 두 점 P, Q가 다음 조건을 만

족시킨다.

OPÓ Û`의 최댓값을 구하시오. (단, O는 원점이고, 점 B의 z좌표는 양수이고, 점 P는 점 B가 아니다.)

(가) 점 P는 선분 BQ를 1`:`2로 내분하는 점이다.

(나) 점 Q가 나타내는 도형의 길이는 24p이다.

5
[23012-0175] 

좌표공간의 구 S가 다음 조건을 만족시킨다.

구 S 위를 움직이는 점 P에 대하여 삼각형 ACP의 넓이가 최대가 되도록 하는 점 P를 Q라 하고, 구 S 위의 

점 중 x좌표가 가장 큰 점을 R라 하자. 점 R에서 선분 BQ에 내린 수선의 발을 H라 하고, 직선 RH와 yz평면

이 이루는 예각의 크기를 h라 하자. cosÛ``h=;pQ; 일 때, p+q의 값을 구하시오.

 (단, O는 원점이고, 점 P는 점 A와 점 C가 아니며 p와 q는 서로소인 자연수이다.)

(가) 구 S의 중심의 x좌표는 0이고, z좌표는 양수이다.

(나) 구 S는 점 A(0, '¶15, 0)에서 y축과 접한다.
(다) 구 S는 z축과 두 점 B, C에서 만나고, OCÓ-OBÓ=14이다.
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대표 기출 문제 

출제
경향

좌표공간에서 한 점과 구 위의 점 사이의 거리에 대한 문제, 구와 평면이 접할 조건, 구와 평면이 만나서 생기는 원에 

대한 문제, 구의 평면 위로의 정사영에 대한 문제가 출제된다.

2023학년도 대수능 9월 모의평가

좌표공간에 두 개의 구

  SÁ`:`xÛ`+yÛ`+(z-2)Û`=4, Sª`:`x Û`+yÛ`+(z+7)Û`=49

가 있다. 점 A('5, 0, 0)을 지나고 zx평면에 수직이며, 구 SÁ과 z좌표가 

양수인 한 점에서 접하는 평면을 a라 하자. 구 Sª가 평면 a와 만나서 생

기는 원을 C라 할 때, 원 C 위의 점 중 z좌표가 최소인 점을 B라 하고 구 

Sª와 점 B에서 접하는 평면을 b라 하자.

원 C의 평면 b 위로의 정사영의 넓이가 qp  p일 때, p+q의 값을 구하시오. 

  (단, p와 q는 서로소인 자연수이다.)  [4점]

z

y

x

O

출제 의도   좌표공간에서 구와 평면이 만나서 생기는 도형의 다른 평면 위로의 정사영의 넓이를 구할 수 있는지를 묻는 문제 

이다.

풀이 좌표공간의 원점을 O, 두 구 SÁ, Sª의 중심을 각각 OÁ, Oª라 하면 점 O는 두 구 SÁ, Sª 위의 점이므로 

  OOÁÓ=2, OOªÓ=7

두 점 OÁ, Oª에서 평면 a에 내린 수선의 발을 각각 HÁ, Hª라 하자.

구 SÁ과 평면 a가 점 HÁ에서 접하므로 OÁHÁÓ=2이다.

평면 a와 z축이 만나는 점을 C라 하면 좌표공간을 zx평면으로 자른 단면은 그림과 같다.

x

z

A

C

HÁ

Hª
Sª

SÁ
OÁ

Oª

O

B
a

h
h b
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직각삼각형 OÁCHÁ에서 OÁCÓ=k (k>0)이라 하면

  CHÁÓ  ="Ã OÁCÓ Û`-OÁHÁÓ Û`  

="ÃkÛ`-4

두 삼각형 OÁCHÁ, ACO는 서로 닮음이고, OAÓ='5, OCÓ=k+2이므로

OÁHÁÓ`:`CHÁÓ=AOÓ`:`COÓ에서

  2`:`"ÃkÛ`-4='5`:`(k+2)

  kÛ`-16k-36=0

  (k-18)(k+2)=0

k>0이므로 k=18

또한 두 삼각형 OÁCHÁ, OªCHª는 서로 닮음이고, OÁCÓ=18, OªCÓ=27이므로

OÁCÓ`:`OÁHÁÓ=OªCÓ̀ :`OªHª Ó에서

  18`:`2=27`:`OªHªÓ

  OªHªÓ=3

한편, 구 Sª가 평면 a와 만나서 생기는 원 C의 중심은 Hª이고, 반지름의 길이는 BHªÓ이다.

직각삼각형 BOªHª에서

  BHªÓ  ="ÃOªBÓ Û`-OªHª Ó Û`  

="Ã7Û`-3Û`  

=2'¶10
이므로 원 C의 넓이는 p_(2'¶10 )Û`=40p

두 평면 a, b가 이루는 예각의 크기를 h라 하면 h+∠HªBOª= p2 이고,

∠HªOªB+∠HªBOª= p2 이므로 h=∠HªOªB

직각삼각형 BOªHª에서

  cos`h= OªHªÓ
BOªÓ

=;7#;

그러므로 원 C의 평면 b 위로의 정사영의 넓이는

  40p_;7#;= 120
7 p

따라서 p=7, q=120이므로

  p+q=7+120=127

  127
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수능 감(感)잡기

윤혜정의 개념/
패턴의 나비효과

수능특강 Light
수능개념

수능연계교재의
국어 어휘

수능연계교재의
VOCA 1800

수능특강
사용설명서

FINAL
실전모의고사

수능특강
연계 기출

수능 영어
간접연계
서치라이트

수능 싱크로 100% 
프리미엄 봉투모의고사

만점마무리
봉투모의고사

수능연계완성 
3/4주 특강
고난도·신유형

박봄의 사회ㆍ문화
표 분석의 패턴

수능완성
사용설명서

고난도 시크릿X
봉투모의고사

수능연계 기출
Vaccine VOCA

강의노트

윤혜정의 기출의
나비효과

수능 기출의 미래

수능 기출의 미래
미니모의고사

수능특강Q
미니모의고사

수능특강

수능완성

모의고사수능 입문 기출 / 연습 연계+연계 보완 고난도

연계

박봄의 사회ㆍ문화 표 분석의 패턴 사회탐구박봄 선생님과 사회ㆍ문화 표 분석 문항의 패턴 연습

모의고사

수능 입문

기출/연습

연계
+

연계 보완

고난도

수능 감(感) 잡기 국/수/영동일 소재ㆍ유형의 내신과 수능 문항 비교로 수능 입문

윤혜정의 개념/패턴의 나비효과 국어윤혜정 선생님과 함께하는 수능 국어 개념/패턴 학습

고난도 시크릿X 봉투모의고사 국/수/영제대로 어려운 최고난도 모의고사

수능특강 전 영역최신 수능 경향과 기출 유형을 분석한 종합 개념서

수능연계교재의 국어 어휘 국어수능 지문과 문항 이해에 필요한 어휘 학습서

수능연계완성 3/4주 특강 국/수/영/과단기간에 끝내는 수능 킬러 문항 대비서

수능특강 사용설명서 국/영수능 연계교재 수능특강의 지문ㆍ자료ㆍ문항 분석

수능연계교재의 VOCA 1800 영어수능특강과 수능완성의 필수 중요 어휘 1800개 수록

수능연계 기출 Vaccine VOCA 영어수능-EBS 연계 및 평가원 최다 빈출 어휘 선별 수록

수능특강 Light 국/영수능 연계교재 학습 전 연계교재 입문서

수능개념 전 영역EBSi 대표 강사들과 함께하는 수능 개념 다지기

수능특강 연계 기출 국/영수능특강 수록 작품ㆍ지문과 연결된 기출문제 학습

FINAL 실전모의고사 전 영역수능 동일 난도의 최다 분량, 최다 과목 모의고사

수능완성 전 영역유형 분석과 실전모의고사로 단련하는 문항 연습

수능완성 사용설명서 국/영수능 연계교재 수능완성의 국어ㆍ영어 지문 분석

수능 영어 간접연계 서치라이트 영어출제 가능성이 높은 핵심만 모아 구성한 간접연계 대비 교재

만점마무리 봉투모의고사 전 영역실제 시험지 형태와 OMR 카드로 실전 훈련 모의고사

수능 싱크로 100% 
프리미엄 봉투모의고사 국/수/영수능 직전에 만나는, 수능과 가장 가까운

고품격 프리미엄 모의고사

수능 기출의 미래 전 영역올해 수능에 딱 필요한 문제만 선별한 기출문제집

수능 기출의 미래 미니모의고사 국/수/영부담없는 실전 훈련, 고품질 기출 미니모의고사

윤혜정의 기출의 나비효과 국어윤혜정 선생님과 함께하는 까다로운 국어 기출 완전 정복

수능특강Q 미니모의고사 전 영역매일 15분으로 연습하는 고품격 미니모의고사

영역구분 시리즈명 특징 수준

본 교재는 2024학년도 수능
연계교재로서 한국교육과정
평가원이 감수하였습니다.

본 교재는 2024학년도 수능
연계교재로서 한국교육과정
평가원이 감수하였습니다.
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